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Leybold Vakuum-Taschenbuch 


Herausgegeben von K. Diels und R. Jaeckel. Mit 233 Abbildungen im Text und auf einér Tafel. 
VIII, 270 Seiten Gr.-8°. 1958. Ganzleinen DM 39,— 


Inhaltsverzeichnis: Zusammenstellung wichtiger gaskinetischer Formeln und Tabellen. — Allge- 

meine Begriffe und Symbole der Vakuumtechnik. — Richtlinien fiir die Pumpenauswahl. — Der Gas- 

ballast. — Absaugen von Dampfen, Kondensoren. — Dampffallen, Baffles. — Stromungswiderstande. 

— Vakuum-Zubehér. Nomographische Darstellung der Vorgange in Vakuumapparaturen. — Vakuum- 

MeBinstrumente, Undichtigkeiten und Lecksuchgerate. — Hochvakuumverfahren: Aufdampfen diinner 

Schichten. Metallurgie. Impragnierung. Feinvakuumdestillation. Gefriertrocknung. — Werkstoffe, 

- Dampfdrucke, Siedepunkte Schmelzpunkte, Gasdurchlassigkeit usw. — Gasabgabe und Getterung: 

Gasabgabe von festen Stoffen. Gasabgabe von hochsiedenden Fliissigkeiten. Gasaufzehrung durch Getter. 

. — Anwendungsgebiete von Hochvakuumpumpen und -anlagen. Thermodynamik der Diisenvorgange 
und Uberschallstromung. — Literaturverzeichnis. — Sachverzeichnis. 


Von den Hevausgebern ist K. Diels Leiter dey wissenschaftlichen Entwicklungsabteilung fiiy die Hoch- 
vakuumtechnik der Firma E. Leybold’s Nachfolgerv, Kéln, und R. Jaeckel a. 6. Professor fiir Experimental- 
bhysik an dey Universitat Bonn. 


Aus dem Vorwort: 


In den letzten Jahrzehnten ist in der Vakuumtechnik der Schritt von der rein empirischen Behandlung 
der Probleme zu einer technischen Wissenschaft mit quantitativer Bearbeitung der anstehenden Fragen 
erfolgt. Die heute fiir die zahlenmaBige Berechnung von Vakuumanlagen und Vakuumaufgaben er- 
forderlichen Unterlagen sind aber iiber eine Vielzahl in- und auslandischer Zeitschriften, Buchveréffent- 
lichungen und Firmenkatalogen verstreut. Infolgedessen ist es fiir den einzelnen miihevoll, zeitraubend 
und auBerst schwierig, die notwendigen Zahlenangaben aufzufinden. Daher erschien eine Zusammen- 
stellung des fiir den Gebrauch notwendigen Zahlenmaterials in derselben Weise niitzlich, wie dies in 
anderen Disziplinen schon mit gutem Erfolg geschehen ist. 
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Einftihrung in die Atomphysik 


Von Wolfgang Finkelnburg, Honorarprofessor an der Universitat Erlangen. Fiinfte und sechste 
Auflage. Mit 266 Abbildungen. XI, 537 Seiten Gr.-8°. 1958. Ganzleinen DM 45,— 


Inhaltsitibersicht: Einleitung. — Allgemeines iiber Atome, Ionen, Elektronen, Atomkerne, Pho- 
tonen. — Atomspektren und Atombau. — Die quantenmechanische Atomtheorie. — Die Physik der 
Atomkerne. — Physik der Molekiile. — Festkérper-Atomphysik. — Tabelle der fiir die Atomphysik 
wichtigsten Konstanten und Beziehungen. — Sachverzeichnis. 


Aus dem Vorwort zur fiinften und sechsten Auflage: 


Wenn in den knapp zehn Jahren seit dem Erscheinen der ersten Auflage tiber 25000 Eyxemplare dieses 
Buches gedruckt werden konnten, so spricht das wohl dafiir, da® es fiir einen unerwartet groBen Leser- 
kreis den dem Autor vorschwebenden Zweck einer Einfiihrung erfillt. Auch fiir die neue Auflage wurde 
deshalb trotz mancher Versuchungen und Anregungen zur Erweiterung und Vertiefung am alten Aufbau 
festgehalten. Dagegen wurde der gesamte Text noch einmal kritisch durchgesehen, zahlreiche kleinere 
Verbesserungen angebracht und durch Kiirzungen nicht nur Raum fiir die Einfitigung vieler neuer 
Einzelergebnisse geschaffen, sondern der Umfang gegeniiber den letzten Auflagen sogar leicht vermindert. 
Wesentliche Teile der Abschnitte uber Kernreaktoren, Mesonen und Hyperonen sowie die Supraleitung 
wurden dabei umgeschrieben, eine Diskussion der Anti-Teilchen eingefiigt und insbesondere der Ab- 
schnitt tiber Astronukleonik, unter Beriicksichtigung der neuen Ergebnisse tiber den Elementenaufbau 
in den Fixsternen, neu geschrieben. Ganz allgemein wurde das Buch, soweit das bei Erhaltung seines 
Charakters méglich schien, dem neuesten Stand der Forschung auch durch Revision samtlicher Zahlen- 
werte angepaBt und das fiir den Benutzer so wichtige Sachverzeichnis tiberarbeitet. 
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Die Verteilung der Stromkrafte an Transformatoren-Wicklungen 


Von 
Dipl. Ing. Dr. tech. H. CHRIsTL 


Mit 20 Textabbildungen 
(Eingegangen am 16. August 57) 


Bei der Behandlung der im Kurzschlu8 auftretenden mechanischen Beanspruchungen von 
Transformatorenwicklungen wurde von den meisten Autoren das Hauptgewicht auf die Be- 
rechnung der an der gesamten Wicklung angreifenden Krafte gelegt. Da aber die Wicklung in 
ihrer Gesamtheit keinesfalls als starrer Kérper angesehen werden kann, muB jeder einzelne Draht 
die ihm auferlegte Belastung im Verein mit den Abstiitzungen mehr oder weniger selbst tragen. 
Daher interessieren fiir die Beurteilung der KurzschluBfestigkeit eines Transformators ganz 
besonders die an jeder einzelnen Windung angreifenden Krafte, sowie das Zusammenwirken 
aller dieser Einzelkrafte im Wicklungsverband. Die kritischen Punkte der Wicklung, wie sie z. B. 
bei Unstetigkeiten in der Ampére-Windungs-Verteilung auftreten, miissen sorgfaltig untersucht 
werden. 

Diese Fragen wurden experimentell bereits eingehend behandelt [15], doch scheint eine 
einfache und anpassungsfahige Methode zur Vorherberechnung der Krafteverteilungen sehr 
wiinschenswert. Fiir die Achsialkrafte bei Réhrenwicklungen mit Unstetigkeiten im Strom- 
belag ist eine ungefahre Kontrolle der Krafteverteilung bereits durchgefiihrt worden [11], mit 
Hilfe der Querfeldberechnung. Dieser Methode haftet jedoch die Bestimmung der Kraftlinien- 
lange des Querfeldes als bemerkenswerter Unsicherheitsfaktor an. 

Der Verfasser hat es versucht, eine fiir den Praktiker anwendbare, anschauliche Methode 
auf halbgraphischer Basis zu finden, die relativ rasch ein vollstandiges Bild iiber die Krafte- 
verteilung ergibt, und die ferner geeignet ist, das grundsatzliche Verhalten von Wicklungen 
zu untersuchen. 

Um die Einzelkrafte zu bestimmen mu8 das Magnetfeld nach GréBe und Richtung in jedem 
beliebigem Punkt gegeben sein. Sodann kann nach der Vektorgleichung 


B=I(x) (1) 
$8 Kraft 
I Strom 
{ Lange des Leiters in Stromrichtung 
% Vektor der magnetischen Induktion 


die Kraft jederzeit angegeben werden. 

Es handelt sich im Transformator ausschlieBlich um Luftfelder, so da8 die Wirkungen 
superponiert werden kénnen. Es geniigt also, das Magnetfeld einer unendlich langen, geraden, 
stromdurchflossenen Schiene zu kennen. Die Kriimmung der Wicklung wird mit Hinweis auf [6] 
fiir die vorliegenden Untersuchungen vernachlassigt. So wiinschenswert die Einbeziehung der 
Kriimmung in die Untersuchung ware [17], ist jedoch die Lésung dieser Aufgabe in der hier 
angestrebten Form noch nicht gelungen. Zur Auffindung des prinzipiellen Verhaltens von 
Wicklungsanordnungen diirfte die hier gemachte Vereinfachung ohne Bedeutung sein. Bei 
zahlenmaBigen Auswertungen sind allerdings bei Beriicksichtigung der Kriimmung Abweichungen 
zu erwarten. 

Es ist zweckmaBig, die auftretenden Krafte in zueinander senkrechte Komponenten auf- 
zuspalten, wobei ein ebenes kartesisches Koordinatensystem in den Schienenquerschnitt so 
hineingelegt wird, da8 die x-Achse senkrecht zur Kernachse verlauft, wahrend die y-Achse 
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parallel zu ihr verlauft (Bild 1). Der Schienenstrom wird positiv gezdhlt, wenn er in die Zeichen- 
ebene eindringt. Die Schiene sei gleichmaBig mit der konstanten Stromdichte o durchflutet. 

Auf Grund des Durchflutungsgesetzes werden von einem an der Stelle (%, yo) befindlichen 
Stromelement o dx, dy, an der Stelle (x, y) folgende Feldkomponenten erregt: 


o My 5 eat) o Mo v . 

C8) =e G25 ose 3 1% dyy = 5 ee ,du dv, (2) 
G [ike 4— *, _ oh 4 

PE, == 20 (4 —,)? a (y—%)? dx a 20 we we du dv . (3) 


In den rechts stehenden Ausdriicken wurde uw = x — x) und v = y — yy substituiert und py 
bedeutet die Permeabilitatskonstante des leeren Raumes. 

Zunichst fallt auf, daB durch Vertauschen von « undv d? B, in d?B, iibergefithrt wird und 
umgekehrt. Da zur Bestimmung des Gesamtfeldes beide 
Komponenten iiber den gleichen Bereich, namlich tiber 
die Schienenquerschnittsflache in Bild 1, integriert wer- 
den, ist diese Vertauschbarkeit auch im Endergebnis 
gewahrt. Bemerkt sei, daB die Ergebnisse auch im 
Inneren der Schienen gelten, denn das Durchflutungs- 
gesetz gilt auch im wirbelerfiillten Raum. 

Die Integration ist elementar ausfiihrbar und ergibt 


[ { vance =o c(4), 


Ci) = = ttan (1 +3)+ arc tant (4) 


wobei 


Bild 1. Koordinatenfestlegung fiir die Feldbilder. 


ist. 
Setzt man die Integrationsgrenzen ein, so erhalt man fiir die positiven Summanden fiir v und v 
die Wertepaare 
(«—f), (y—ao) und (+), (yt+a), 
fiir die negativen Summanden die Wertepaare 
(*~<—f), Yo) und (+), (y—a). 


Man schreibt nun symbolisch: 
O u 
B, ="! Soc(*), (5) 
op v 


Das Summenzeichen deutet die Summation der Funktionswerte tiber die oben angegebenen 
Wertepaare an. 

Formt man Gl. (5) und (6) etwas um, in dem man den Schienenstrom J einfiihrt und aus dem 
unter dem Summenzeichen stehenden Ausdruck « heraushebt, erhalt man: 


Bas eg eel e|— KE Soc (=, (7) 
B,=—. ae c(=)= —K5yuc(=). (8) 


Die Argumente lauten nun: 


1 
fiir die positiven Summanden, 


FE PER 
RR 

iss Si Rss © 

SS 


oe ae ee a 

ele ele ele 
R|m Re 
Se 


al 


bs 
(F+3) 
aa) 


fiir die negativen Summanden. 
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Aus den Gln. (7) und (8) ist zu erkennen, daB die jeweilige Feldkomponente B, und B, 
Zu bilden ist aus einer, allerdings dimensionsbehafteten multiplikativen Konstanten und 
einer dimensionslosen Ortsfunktion, abhangig von den relativen Koordinaten x/x und y/a 
und einem Parameter f/x, der von der Schienenform ausschlieBlich bestimmt wird. Die Kon- 
stante K wird durch denStrombelag der Schiene J/2 « hinsichtlich GréBe und Vorzeichen be- 
stimmt. Durch die Einfiihrung der relativen Koordinaten, bezogen auf die halbe Schienenhohe a, 
ist man von den speziellen GréBenverhaltnissen vorgelegter Probleme unabhangig, wenn nur 
die Ortsfunktionen fiir den speziellen Parameter 8/« bekannt sind. 


Of 8 


xe tN 04 06 08 1,0 1,2 44 16 18 
2&0 —— 


Bild 2. Feldbild By = const fiir B/a = o. Bild 3. Feldbild B, = const fiir B/x = 0,120. 


Es sind also die Ortsfunktionen fiir haufig vorkommende Parameterwerte 6/« in geeigneter 
Weise darzustellen. Als fiir diese Zwecke geeignete und sehr anschauliche, ebene Darstellung 
einer Funktion zweier Veranderlichen wurde die Darstellung in Schichtenlinien (Linien B, = const 
und B, = const) gewahlt. 

Im Transformatorenbau ist £/« meist ein sehr kleiner Wert, so daB das Feldbild fiir den 
Grenzfall 8/x =o besonders interessant wird. Ein unmittelbares Einsetzen in Gl. (7) und (8) 
fiihrt zu unbestimmten Formen, doch sind die Grenzwerte 


lim B(=, =, P\=B(=, », 0), 
5 Oa ey ( 


oe a a x 

[x 06: 
lim B,(—, a P\_a (=, ~, o}, 
nes Dae a“ og LF Wise a 
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leicht zu bestimmen und man erhalt: 


0 of Q2 03 04 05 06 oy 0 On OF . 06 08) 940: 12 = aucune 
Loe ——— 2/06 ——=— 
Bild 4. Feldbild B,, = const fiir B/a = 0,2. Bild 5. Feldbild By = const fiir B/a =o. 
B 
¥ (__ By 
Setzt man in Gl. (9) e* = const = A und in Gl. (10) tan Meee const = B, so kann man 
diese Gleichungen wie folgt umformen: 
x \? y Aaa Ne 4A 
| ne Te. (9a) 
a a A—1 (A — 1)?’ 
e Ve y \? 1 
Oo 8B 1 a Sorin ee) 


Fiir die unendlich diinne Schiene werden also die Linien B, = const und B, = const Kreis- 
scharen, die zueinander orthogonal verlaufen, wie man sich leicht ttberzeugt. Die Mittelpunkts- 
koordinaten und Radien der Kreisscharen kénnen fiir angenommene Werte von B, und B, leicht 
berechnet werden, so da die skalare Darstellung des Feldes der unendlich diinnen Schiene 
nach Bild 2 und Bild 5 ohne weiteres méglich ist. Da das Koordinatensystem in Bild 1 zentrisch 
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symmetrisch zur Schiene angenommen wurde, geniigt es, die Verhaltnisse in einem, im ersten 
Quadranten darzustellen. Bei der als positiv angenommenen Stromrichtung ist B, positiv im 
1. und 2. Quadranten, negativ im 3. und 4. Quadranten. B, ist im 1. und 4. Quadranten negativ, im 
2.und 3.Quadranten positiv. Alle Feldbilder sind symmetrisch beziiglich der Koordinatenachsen. 

Die erwahnte Orthogonalitat der Kurvenscharen B, = const und B, = const gilt ganz 
allgemein auBerhalb des von der Schiene eingenommenen Raumes und beruht auf der Existenz 
eines skalaren Potentials fiir das Magnetfeld im wirbelfreien Raum. Diese Tatsache bietet eine 
wertvolle Hilfe bei der Aufstellung der Feldbilder fiir B/a =+ o. 


Be 


Z| 45 


0; 0,2 03 04 0,5 0,6 07 0 Of 0,2 03 04 05 06 
Le —— Lae —e 
Bild 6. Feldbild By = const fiir B/« = 0,120. Bild 7. Feldbild By = const fiir B/a = 0,2. 


Ist der Parameter 0 < f/x <1, so haben die Kurven B,(x/a, y/a, B/a) = const und B,(x/a, y/o, B/o) 
= const im Prinzip ahnlichen Verlauf. Im gewissen Abstand von der Schiene kann das tat- 
sachliche Feld mit geniigender Genauigkeit durch das der unendlich diinnen Schiene ersetzt 
werden. Die Berechnung stiitzt sich auf die Gln. (7) und (8) und ist kompliziert, so daB sie 
im Rahmen dieser Arbeit nicht gebracht werden kann. Es werden lediglich einige Feldbilder 
fiir verschiedene Parameter 6/a gebracht (Bild 3, 4, 6, 7). Die genaue Berechnung und eine aus- 
fiihrliche Diskussion der Berechnungsverfahren hat der Verfasser in [12] durchgefiihrt. 

Meist kommt man im Transformatorenbau mit den Feldbildern der unendlich diinnen Schiene 
aus (abgesehen von speziellen Untersuchungen), wenn man nur im Punkt y/a = 1, x/« = 0, wo 
B,(x/«, y/o, 0) = B, (0,1, 0) = co wird, den tatsdchlichen endlichen Wert verwendet. Die 
Ortsfunktion fiir diesen speziellen Punkt kann man leicht allgemein angeben, namlich 

BAND 
gues se In(1 ao a) + 4 arc tan! 


Diese Beziehung ist in Bild 8 graphisch dargestellt. 
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Mit den nunmehr gewonnenen Feldbildern als Riistzeug kann man an die Behandlung spe- 
zieller Transformatorenprobleme herangehen. Jede im Transformator vorhandene Wicklung mit 
riumlich konstanter Durchflutungsdichte kann bei Vernachlassigung der Kriimmung als Strom- 
schiene im obigen Sinn aufgefaBt werden. Die gesamte Durchflutung der Wicklung entspricht dem 
Schienenstrom J und mit der Schienenhéhe kann der Faktor K angegeben werden. Jedem be- 
liebigen Raumpunkt im Transformator entspricht ein bestimmter Punkt im Feldbild mit dem 
tatsichlichen Parameter f/x. Die Berechnung der relativen Koordinaten des gewahlten Raum- 
punktes besteht aus einer linearen Koordinatentransformation und bietet keine Schwierigkeit. 
Aus dem Feldbild kann die Ortsfunktion mit gentigender Genauigkeit sofort herausgelesen werden. 
Damit kann die Felddichte an einem beliebigen Punkt rasch bestimmt werden. Da es sich hier 
um reine Luftfelder handelt, kénnen alle von den jeweiligen Wicklungen herrithrenden Induktions- 
werte in einem beliebigen Raumpunkt unter Beachtung der Vorzeichen addiert werden. Dazu 


Wirkungsgerade 


2 + he 


2.8 8 20 50 80100 200 500 800 linda = RTL 
| —~ [r,[=0,08 5 e/ =0,04 
Bild 8. Grenzwert von By an der Stelle x = 0, y = o als Funktion von a/f. Bild 9. Grundform der untersuchten Wicklungsordnung. 


kommen noch die Wirkungen der an den jeweiligen Eisenoberflachen gespiegelten Wicklungen. 
Alle diese iiberlagerten Induktionswerte ergeben in einem bestimmten Raumpunkt die wirksame 
Felddichte in achsialer und radialer Richtung. Die an einem einzelnen Draht angreifenden Krafte 
k6énnen dann nach Gl. (1) bestimmt werden. ZweckméBiger ist es jedoch die Krafteverteilung 
entlang einer ,,Wirkungsgeraden“, die etwa durch die in achsialer Richtung verlaufende 
Flachensymmetrale! einer Wicklungsflache gegeben sein kann, zu bestimmen, wobei die Kraft- 
wirkung auf die pro Langeneinheit auftretende Durchflutung (den Strombelag) zu beziehen ist: 


dP, J . dP, 4 


dy So ny Rees = dy Sy : Se ties 
dP. dP 1 

le eraeeiees ses ip AE Ts eee 4 
dy 26 x Res y dy if 20 x Res 


Nach dieser Methode wurden vom Verfasser eingehende Untersuchungen beziiglich des 
Krafteverlaufes bei verschiedenen Wicklungsanordnungen durchgefiihrt. Hier seien einige Er- 
gebnisse mitgeteilt, ohne auf Einzelheiten der Berechnung, die nach dem Gesagten vdllig klar 
ist, einzugehen, und ohne auf zahlenmaBige Auswertungen Riicksicht zu nehmen. Es waren die 
Fragen zu klaren, wie die Krafteverteilung an einem normalen Zweiwicklungstransformator im 
Kurzschlu8 aussieht, welchen EinfluB der Abstand der Wicklung von Schenkeleisen ausiibt, wie 
das Jocheisen in die Krafteverteilung eingreift, wie die Krafteverteilung durch ungleiche Wick- 
lungshéhen verandert wird und welche Auswirkung eine Liicke im Strombelag hat. Alle diese 
Fragen bilden eine knappe Auswahl aus der Vielzahl der interessanten Falle. 

Es wurde zunachst eine Wicklungsanordnung nach Bild 9 angenommen und an dieser Grund- 
form verschiedene Veranderungen durchgefiihrt. Der Krafteverlauf wird auf den Wirkungs- 


1 Verschiebt man die Wirkungsgerade aus der Flachensymmetralen heraus, so erhalt man natiirlich einen 
anderen Krafteverlauf. Untersuchungen des Krafteverlaufs iiber die Wicklungsbreite an der spater ein- 
gefiihrten Grundform ftir eine Wicklungsanordnung haben jedoch ergeben, daB die Wirkungsgerade in der 
Symmetralen einen guten Mittelwert ergibt und da® ferner das charakteristische Verhalten auf dieser Geraden 
am pragnantesten hervortritt. 
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geraden 1 und 2 ermittelt, womit die zu untersuchenden Raumpunkte festgelegt sind. Die rela- 
tiven Abmessungen entsprechen einem tatsdchlich ausgefiihrten Transformator. 


a) Der Einflu8 des Schenkeleisens. 


Bei sonst gleichbleibenden Abmessungen wird der Abstand der Wicklung I vom Schenkeleisen e/a 
verdndert in den Grenzen o bis oo. Die Resultate sind in Bild 10 und 11 ersichtlich. Da die 
Wicklungen zueinander symmetrisch angeordnet sind, treten keine 4uBeren Achsialkrafte auf, 
die Wicklungen stehen in einem labilen Gleichgewicht. Es gentigt daher den Krafteverlauf in den 
Grenzen [0 < y/x <1] anzugeben. Die inneren achsialen Krafte suchen die Wicklung zu ver- 
kiirzen und haben ihren gréBten Wert am Wicklungsende y/« = +1. Das Schenkeleisen zieht 
wegen seiner hohen Permeabilitat Kraftlinien an sich; damit werden die radialen Feldkomponen- 
ten und die achsialen Krafte an der inneren Wicklung mit abnehmendem Eisenabstand erheb- 


Py 
eel i 
h 
a: e/=0 A 
b: eloe = Or auf Wirkungsg.1 | S b aaa ea a : == 
s 2 [06 = 00 S) POG eeeSet reece nore eee Ne 
2 e/06 = 00 Ns nao 8 on eort ON 
4 “ii Wirkungsg. 2 [ Ss Y ~< 
Ff: efoe =0 al KX 
+ AS 
SSM 
Jy ye 
S f 
fy a 
a Wi a: e/oe=0 
"fa 
AS a : e/0t =0o f auf Wirkungsg. 1 | 
QOS jb : ela =0 
SH } 
ee SO yjoc eee auf Wirkungsg.2 y/oc 
DOI AT Fy A DIE 
Bild 10. Achsialkrafte an der Grundform. Bild 11. Radialkrafte an der Grundform. 


lich verstarkt, wahrend die AuBenwicklung im gleichen Ma8 entlastet wird. In der AuBenwick- 
lung kann sich die Kontraktionskraft sogar umkehren und einen Druck auf die 4uBeren Ab- 
stiitzungen ausiiben. 

In radialer Richtung bleiben freie 4uBere Krafte bestehen und miissen von der Wicklung auf- 
genommen werden. Die maximale Beanspruchung tritt in Spulenmitte auf (y/« = 0) und ist 
hodher als ein auf die Gesamtwicklung bezogener Mittelwert ergibt [7] (FEsTL findet eine maximal 
mégliche Uberhéhung von 14%). Der EinfluB8 des Schenkeleisens vergréBert mit abnehmender 
Entfernung e/a die Radialkrafte auf beiden Wicklungen, jedoch in weit geringerem Mabe als die 
Achsialkrafte. 


b) Der Einflu8 des Jocheisens. 

Um den Einflu8 des Jocheisens abschatzen zu konnen, werden in iiblicher Weise die Joche als 
unendlich groBe hochpermeable Platten angenommen. Ob damit die tatsachlichen Verhaltnisse 
richtig wiedergegeben werden, bleibe dahingestellt. Es ist zu erwarten, da8 der JocheinfluB inner- 
halb des Fensters gréBer sein wird als auBerhalb, auch sind Unterschiede zwischen AuBenschenkel 
und Mittelschenkel zu erwarten. Um den Jocheinflu8 prinzipiell zu untersuchen, kann man aber 
von einer Schienenanordnung nach Bild 12 als Ersatzbild ausgehen und den Krafteverlauf wieder 
auf den Wirkungsgeraden 1 und 2 bestimmen. Die Ergebnisse auf Wirkungsgerade 1 sind in 
Bild 13 dargestellt. Auf die Achsialkrafte wird ein entlastender Einflu8 ausgeiibt, der allerdings 
erst bei sehr kleinen Jochabstaénden von Bedeutung werden kann. LaBt man den Jochabstand 
vollstandig verschwinden, verschwinden auch die Achsialkrafte zur Ganze. Die radialen Bean- 
spruchungen erfahren durch das Jocheisen an den Wicklungsenden eine Erhéhung, wobei aber 
die maximalen Krafte in Wicklungsmitte unverandert bleiben. Wiirde man in der tiblichen Art 
die resultierende Radialkraft auf die gesamte Wicklung berechnen, so wiirde eine Erhéhung der 
Beanspruchung vorgetduscht werden, was aber nach Bild 13 nicht der Fall sein kann. Im allge- 
meinen ist der JocheinfluB nicht besonders gro8 und wird oft tiberschatzt. 
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c) Der Einflu8 ungleicher Wicklungshéhen. 
Sehr haufig werden die Jochabstande den Nennspannungen der beiden Wicklungen angepaBt; 
man kommt dann zu Wicklungen mit verschiedenen Wicklungshéhen nach Bild 14. Die Lange 
der Innenwicklung wird so verandert, daB p/a sowohl positiv als auch negativ werden kann. Der 
EinfluB auf die Stromkrafte ist enorm, wie die Bilder 15 und 16 zeigen. Eine Verlangerung der 
Innenwicklung um wenige Prozent bei Wahrung der Symmetrie kann die durch den Schenkel- 
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Bild 12, Wicklungsanordnung Bild 13. Achsial- und Radialkrafte an der Innenwicklung Bild 14. Wicklungsanordnung 
zur Untersuchung des bei Jochabstanden nach Bild 12. zur Untersuchung des Einflusses 


Jocheinflusses, verschiedener Wicklungshéhe. 


eiseneinfluB8 hoch beanspruchte Innenwicklung sehr wirksam entlasten. Bei folgerichtiger und 
bewuBter Anwendung dieser Erkenntnis kann dadurch der SchenkeleiseneinfluB gut kompensiert 
werden. Die radialen Krafte werden auch verandert, hauptsdchlich durch die Veranderung der 
mittleren Kraftlinienlange des Hauptstreufeldes (Bild 15 u. 16). 


4 % 
(+4 


\ 
a radial \ 
b \ 
; \ 
d \ 
e 
a: ple=—0" 
b= pio = 0,05 
C: ple= 0 pauf Wirkungsg1 | Y 
ad: ploc= + 095 b 
e: plo == 0/ i) a 7 
| d achsial achsial 
e 
yjoc 


0 Of O02 O38 OF O05 O06 OF 08 09 40 4 42 


Bild 15. Achsial- und Radialkrafte an der Innenwicklung Bild 16. Achsial- und Radialkrafte an der AuSenwicklung 
bei ungleichen Wicklungshéhen. bei ungleichen Wicklungshéhen. 


d) Einflu8 einer Liicke im Strombelag (AW-Liicke). 


Die zur Anpassung an die jeweilige Netzspannung verwendeten Anzapfungen bewirken Unter- 
brechungen im Strombelag, die zu erheblichen Beanspruchungen in achsialer Richtung fiihren. 
In den Bildern 18 und 19 ist der Verlauf der Achsialkrafte gezeigt, wenn ein Teil der AuBenwicklung 
nach Bild 17 in der Mitte abgeschaltet wird. Das prinzipiélle Verhalten in der Umgebung der 
Liicke andert sich nicht, wenn die Abschaltung auf mehrere Stellen verteilt wird. Durch die Un- 
terbrechung im Strombelag wird ein Querfeld erregt, das durch die Liicke tritt und die durch die 
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Liicke getrennten Wicklungsteile auseinanderzutreiben sucht. Die gegeniiberliegende Wicklung, 
deren Durchflutung entgegengesetztes Vorzeichen hat, erfahrt eine zusitzliche Pressung in der 
Umgebung der Liicke. Besonders ungiinstig werden die Beanspruchungen, wepn die Unterbre- 
chung im Strombelag auf der am Schenkeleisen liegenden Wicklung auftritt. Die Nahe des Schen- 
keleisens bewirkt eine besonders starke Ausbildung des Querfeldes und fiihrt zu besonders hohen 
Achsialkraften. Deshalb sollten Anzapfungen auf der Innenwicklung méglichst vermieden, oder 
wenigstens durch entsprechende Liicken auf der AuBenwicklung kompensiert werden. Man 
bekommt dann in der Umgebung der Liicke einen ahnlichen Krafteverlauf wie an den Wicklungs- 
enden. Die Radialkrafte werden durch Stromliicken wenig beeinfluBt. (Bild 18 u. 19). 
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Bild 18. Achsial- und Radialkrafte an der Innenwicklung Bild 19. Achsial- und Radialkrafte an der AuBenwicklung 
bei veranderlicher Liicke in der AuBenwicklung. bei veranderlicher Liicke in der AuBenwicklung. 


Dieser Fall ist sehr geeignet fiir die Anwendung der Querfeldmethode [11]. Ein Vergleich 
ergibt sich in Bild 18/19 (strichpunktierte Linie fiir #/2 « — 0,2). Nach KNAAcK wurde die wirk- 
same Streulinienlange fiir die Innenwicklung, d. i. auf Wirkungsgerade 1, berechnet mit 


Vg j =( L tf 4 <). 08 


EL 3 4 


fiir die AuBenwicklung, d. i. auf Wirkungsgerade 2, mit 


loa 2 4 Bs Crees eel 
wt = (24 Ar 08. 


Tt SC: a a a 


Wenn man bedenkt, daB die Querfeldmethode die an den Wicklungsenden auftretenden 
Achsialkrafte nicht erfassen kann, weil keine Queramperewindungen dafiir aufscheinen, ist die 
Ubereinstimmung auf der angezapften AuBenwicklung recht gut. Die Summenkrafte 


rma fel 


werden in beiden Fallen gleich sein. 
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An der Innenwicklung ist die Ubereinstimmung beider Methoden weniger gut, die Querfeld- 
methode gibt zu hohe Einzelbeanspruchungen. 

Die Berechnung der Krafteverteilung bei achsial verschobenen Wicklungen macht keine 
Schwierigkeiten, allerdings ist die Berechnung in den Grenzen [— 1 < y/o < 1] durchzufiihren. 
Der prinzipielle Verlauf der Achsialkrafte p, fiir einen solchen Fall ist in Bild 20 dargestellt. 

Die Reihe der Beispiele la8t sich beliebig fortsetzen, doch diirfte das hier entwickelte Ver- 
fahren seine Brauchbarkeit gezeigt haben. Es sei noch abschlieBend Einiges iiber den Verlauf 
der auf Wicklung und Abstiitzungen wirksamen Druckkrafte gesagt. 

Die Wicklung muB unter einer bestimmten Vorpressung eingebaut werden (P,,), und es ist 
die Frage zu klaren, wie groB diese Vorpressung gewahlt werden mu8, um im Kurzschlu8 ein 
Abheben der Wicklung von ihren Abstiitzungen zu verhindern und wie groB dann der maximale 
Druck, der Leiterisolation und Abstiitzmaterial beansprucht, wird. 

Zunachst wird angenommen, daB die Wicklung vollkommen elastisches Verhalten zeigt, d. h. 
daB jeder Langenanderung der Wicklung eine bestimmte Kraft proportional ist. 


Ah 
OG 


Die Wicklung kann in achsialer Richtung natiirlich 
keine Zugkrafte aufnehmen; scheinen solche rechnungs- 
maBig auf, dann lést sich an der betreffenden Stelle 
die Wicklung von ihren Abstiitzungen. 

An der Stelle y wird die durch die Stromkrafte 
auftretende Druckkraft 


J, 
P,=Jfp,dy, 
fe} 
: wobei p, die pro Langeneinheit wirksame Achsialkraft 
PD: gheca Lolemd bedeutet. 
Soe Bei Ausfiihrung obiger Integration, am besten auf 
Bild 20. Die Ermittlung der Wicklungsbeanspruchung | graphischem Weg, ist noch eine Integrationskonstante 
aus den Einzelkraften. : 
zu bestimmen: 


a) wenn die Einzelkrafte #, symmetrisch zur Spulenmitte sind, dann mu8 die Summen- 
kraft ee fiir y = o und y = 2« verschwinden, 

b) wenn die Einzelkrafte ? unsymmetrisch verlaufen, dann bleibt eine nach auBen wirksame, 
freie Achsialkraft bestehen, gegeben durch P,(2«) — P,(o) = P,. P,(2a) oder P,(0) ist gleich 
P,, zu setzen, je nachdem ob P,, positiv oder negativ ausfallt. 

Die Spule habe ohne Vorpressung die Lange i, und verkiirze sich unter dem EinfluB von P,, 
um die Lange a, so daB die Beziehung besteht: 


d hg tem Ore hyo — % = h= 20. 


Treten nun die Stromkrafte auf, dann erfahrt jedes Wicklungselement die Verkiirzung Ady und 
es besteht die Beziehung 


dy 
so daB sich die ganze Wicklung um Ah, verkiirzt. 
h 


12) 
Ah, = [ Say. 


Um nun die Wicklung auf die Lange / zu bringen ist von auBen eine Kraft P, aufzubringen: 


No 
a) — Ah, Ahy _ L 
Pi,=eé h Fe ye ieee Taye 


0 0 


° 
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In der Mittelwertbildung 


Ny 


i ne dy 


oO 


1 
h 


0 


kann man bedenkenlos hy durch / ersetzen, so daB der Mittelwert 


h 
if 
La | P, dy 


graphisch bestimmt werden kann. 
Die tatsachliche Druckbeanspruchung Py, an der Stelle y wird dann: 


Pp ote (Bild 20). (11) 


Die Auflagerreaktionen an den Spulenenden ergeben sich fiir y = 0 und y = h. 

Um ein Lockerwerden der Wicklung im KurzschluB zu verhindern, muB die Vorpressung P,, 
gleich P,, gewahlt werden, wie aus Bild 20 ersichtlich. Wird P,, < P,, gemacht, gibt es einen 
Bereich wo die Wicklung von ihren Abstiitzungen abhebt (schraffiert in Bild 20). Die maximale 
Druckbeanspruchung ist dann sofort ablesbar. 


Zusammenfassung 


Auf Grund einer skalaren Darstellung des magnetischen Feldes einer unendlich langen, gerad- 
linigen, rechteckigen stromdurchflossenen Schiene wird ein halbgraphisches Verfahren ent- 
wickelt, das es gestattet, den Verlauf der an Transformatorenwicklungen auftretenden Strom- 
krafte zu berechnen. An Hand einiger Beispiele werden die Anwendungsméglichkeiten des ent- 
wickelten Verfahrens erlautert. AbschlieBend wird noch untersucht, welche Kraftwirkungen in 
achsialer Richtung an den Abstiitzteilen der Wicklungen auftreten. 
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Die durch das erdmagnetische Feld im bewegten Wasser eines Flusses 
induzierten elektrischen Stréme 


von 
HERBERT BucHHOLz, TH Darmstadt 
Mit 2 Textabbildungen 
(Eingegangen am 4. January 1958) 


Beitrag zum geophysikalischen Jahr 


Herrn Prof. Dr. A. WALTHER zu seinem 60. Geburtstag gewidmet 


Inhaltsangabe: In der nachstehenden Arbeit wird das elektrische Strémungsfeld berechnet, das im 
bewegten Leiter Wasser durch das erdmagnetische Feld induziert wird. Dabei wird der Querschnitt des Flu8- 
bettes als halbe Ellipse aufgefaBt. Die elektrischen Leitfahigkeiten des Erdreiches und des Wassers werden 
als verschieden groB vorausgesetzt, wie sie es wirklich sind, und von der magnetischen Induktion des Erdfeldes 
wird sowohl der Einflu8 der Normalkomponente By als auch der der Horizontalkomponente B, senkrecht 
zur Achse des FluSbettes untersucht. Die dritte Komponente der Induktion bleibt wirkungslos. Die Her- 
leitung der Lésung geschieht allgemein nach der Methode der GREENschen Funktion. Der Fall B, = 0, By #0 
lieBe sich auch einfacher behandeln, als es hier geschehen ist, nicht so der Fall B, 40, By = 0, der wesentlich 
schwieriger ist. Das resultierende elektrische Strémungsfeld geht hier aus von einer Doppelschicht linien- 
formiger Elektroden, die in der Mantelflache des elliptischen Zylinders € = a liegen.— Die technische Bedeutung 
dieser Erdstréme liegt in der Gefahr der Korrosion an elektrischen Kabeln, die im Strémungsfeld liegen. 


Die Induktion elektrischer Stréme durch Bewegung von Leitern in einem magnetischen Feld 
findet seine groBartigste Anwendung in den elektrischen Maschinen. Das Gesetz laBt sich in 
diesem Falle besonders einfach aussprechen und handhaben, da die Leiter, in deren Langsrichtung 
die Stréme entstehen, in Richtung der Bewegung nur vernachlassigbar kleine Dimensionen haben. 

Die Gesetze, die die Induktion von Strémen durch Bewegung im Falle groBer Leiterquer- 
schnitte oder iiberhaupt in kérperlichen Leitern beherrschen, werden zwar in den meisten Biichern 
der theoretischen Elektrizitatslehre ]1], [2] angegeben oder sogar hergeleitet. Jedoch wird auf hier- 
her gehérige Aufgaben selten eingegangen. Das gilt sogar von Biichern nach Art des von JEANS [3] 
und von SMYTHE [4], die neben dem Text eine groBe Zahl von Aufgaben enthalten, wie man sie 
sonst nur noch in den Lehrbiichern der Mechanik, wie etwa bei RoutH, antrifft. Nur bei Mac- 
DONALD [5b] finden sich einzelne Aufgaben dieser Art auch wirklich durchgerechnet, und zwar 
vor allem der Fall der rotierenden Kugel in einem magnetischen Feld. Er wurde auBerdem von 
R. GANS in seinem Buch behandelt [5a]!. Dieser Zustand ist um so mehr zu bedauern, als auf dem 
Wege vom allgemeinen Gesetz bis zur mathematischen Formulierung der einzelnen Aufgabe noch 
manche weitere Uberlegung angestellt werden mu8, wodurch dann wiederum der Inhalt der 
Gesetze deutlicher hervortritt. Aus diesem mehr didaktischen Grund wurde in dem hier be- 
handelten Beispiel gerade dieser Teil der Aufgabe eingehender besprochen. ‘ 

Aber auch in technischer Hinsicht ist die nachstehende Aufgabe von Bedeutung. In letzter 
Zeit ist von verschiedenen Seiten [6], [7] darauf hingewiesen worden, daB metallische Leiter in der 
Nahe von Fliissen und Kanalen einer erhéhten Korrosionsgefahr ausgesetzt sind, da das erdma- 
gnetische Feld in dem bewegten Wasser elektrische Stréme induziert. Die hier vorliegende Auf- 
gabe besteht in der Berechnung des Potentialfeldes der elektrischen Strémung, die sich in den 
beiden hintereinandergeschalteten Leitern Wasser und Erde unter dem Einflu8 der im bewegten 
Wasser durch Induktion auftretenden elektrischen Feldstarke 


G9) =yxB [6] = V/m (1) 


ausbildet. Dabei bedeutet in Gl. (1) » die Strémungsgeschwindigkeit des FluBwassers in m/s und 
% den Vektor der magnetischen Induktion in Vs/m?. 

Die Aufgabe war urspriinglich fiir das inzwischen erschienene Buch des Verfassers iiber Poten- 
tialfelder vorgesehen. Wegen Raummangel muBte sie herausgelassen werden. Da nun das Er- 


1 Als Erster hat bekanntlich H. Hertz dieses Problem gelost: ,, Uber Induktion in rotierenden Kugeln“‘, 
Ges. Werke, Bd. 1, S. 37ff. (1895). 
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scheinen einer ahnlichen Arbeit [7] in Japan erkennen l4Bt, daB dieser Korrosionsursache auch 
anderswo Bedeutung zukommt, soll die Aufgabe und ihre Lésung wenigstens an dieser Stelle vor- 
getragen werden. 


1. Die Voraussetzungen der Arbeit und der allgemeine Lésungsweg 


Da es die analytische Behandlung der Aufgabe betrachtlich erleichtert, wenn die Grenzlinie 
zwischen dem Erdreich und dem FluBbett durch eine einzige, konstante Koordinate beschrie- 
ben werden kann, wird hier als Querschnitt des FluBbetts die untere Halfte einer horizontal 
liegenden Ellipse mit den Achsen a und b < a gewahlt. Wird das rechtwinklige cartesische 
Koordinatensystem in die Ellipse gemaB Bild 1 eingelagert, so gehéren dann, wenn von dem 
Hohenunterschied zwischen der Erd- und Wasseroberflache abgesehen wird, beide als eben vor- 
ausgesetzten Oberflachen der x z-Ebene an. Die elektrischen Leitfahigkeiten x, und x, in S/m von 
Flu8wasser und Erdreich mégen von Anfang an als verschieden angesehen werden. Der Vektor 


O=m- B= e,:B,+ e- B, +e. B, = q,- Bz + .: B, + gq: B, (je;| = |q:] = |m| = 2) 
(2 = 1,2, 3) (1) 
der magnetischen Induktion werde iiber die ganze Ausdehnung der elektrischen Strémung als 


konstant angesehen. Dahingegen mége von der allein in Richtung der z-Achse von o verschie- 
denen Geschwindigkeit 


D(x, ¥, 2) = e3* v,(%, ¥) = qa ° v,(6, 1) (2) 
) 


des FluBwassers zunachst auch noch eine Abhangigkeit von den Querschnittskoordinaten (x, y 
oder (€,) angenommen werden. Uber die Bedeutung der Koordinaten (€, 7) wird erst in § 2 
gesprochen werden. 

Nun gelten bekanntlich fiir die Induktion im Innern und auf der Berandung eines bewegten 
Korpers, der unter der Einwirkung eines sonst stationdren magnetischen Feldes steht, bei Ge- 
schwindigkeiten, die vergleichsweise klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind, die folgenden 
Gleichungen [2]: 


iM), = EO = (v xB) + E",", (3a) 
iy = C) =O" = 1", (349) 
rot 6’ =o (Ge—iea)s (3b,) 
Rot € = n,,. x (©? — E) =o, (3b.) 


i, , ist hierin ein Einheitsvektor, der an einer beliebigen Stelle der Grenzflache oder Grenzkurve 
zwischen dem inneren Bereich (1) mit dem FluBwasser und dem vom Erdreich erfiillten Bereich (2) 
stets senkrecht zu ihr steht und von (1) nach (2) weist. Die Zugehorigkeit der verschiedenen 
FeldgréBen zu einem dieser Bereiche wird durch die hochgestellten Zeiger (1) oder (2) gekenn- 
zeichnet. Physikalisch stellt » x % eine echte elektromotorische Kraft [2] dar mit einer angeb- 
baren 6rtlichen Verteilung innerhalb des bewegten Leiters. Im Bereich (2) ist wegen » = 0 auch 
stets px 8 =o. Da nun nach Gl. 1 (4) und 1 (2) 


vxB — v,(%, y) cae: (€ X M11) ao v,(%, y) : (= Qy° Ey, “lg 2° B,) (4) 


ist, so hat demnach die gegebene treibende EMK » x % an jeder Stelle des Flu8bettquerschnittes 
eine ganz in die Querschnittsebene fallende Richtung, und sie hat fiir ein und dasselbe Wertepaar 
(x, y) auch in jeder Querschnittsebene denselben Wert. Die unter ihrem Einflu8 zustande kom- 
mende Strémung i wird also auch einen durchweg parallel zur x y-Ebene verlaufenden Anteil 
besitzen. Das elektrische Feld ©’ in den Gla. (3a, b) beschreibt in der vollstandigen Stromung 
den zu dem eingepragten Feld hinzutretenden Feldanteil. Er hangt von der Gestalt und der 
Materialbeschaffenheit der ganzen Strombahn innerhalb der Bereiche (1) und (2) ab. Eben 
diesen Anteil gilt es zu bestimmen. 
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Wir wenden zunachst auf die Glo. (3a,,) die Operationen rot und Rot an und erhalten sofort 
im Hinblick auf die beiden Gln. (3b,,) die Beziehungen: 


rot ©) = rot (vx B) = es: (B+ grad v,(x, y)) , (5a) 
Rot 6 = Rot (px B) = 1,2.X (Bxb)" = —a,(x, y) - es > (B™ ty.) . (5b) 


Nach der Aussage dieser Gleichungen ist die gesamte elektrische Feldstarke auch in dem sich 
bewegenden Kérper (1) frei von raumlichen Wirbeln, wenn die Geschwindigkeit » gleichmaBig 
iiber den FluBbettquerschnitt verteilt ist. Nach Gl. (5b) treten dann in der Grenzflache von 
Bereich (1) und (2) und an der Grenze des Bereichs (1) gegen den Luftraum lediglich flachenhafte 
Wirbel auf. Wird aber die tatsachlich bestehende Abhangigkeit der GréBe v, von der Lage des 
Aufpunktes im Querschnitt beriicksichtigt, so ist das Verteilungsze3etz, um mit der Wirklichkeit 
in Ubereinstimmung zu bleiben, jedenfalls so zu wahlen, daB gerade in der Grenzflache der Be- 
reiche (1) und (2) v, = o wird. In diesem Falle treten dann keine flachenhaften Wirbel, sondern 
nur raumliche Wirbel auf. Nach Gl. (5b) erzeugen dabei die Flachenwirbel einen Sprung der 
Tangentialkomponenten von ©” zu © beim Durchgang durch die Grenzlinie. Die raumlichen 
Wirbel nach Gl. (5a) erzeugen ein Magnetfeld H!) gemaB der Gleichung 

dH?) (x, ») 


d 
rot &) = — ¢@,: uy ee QI) (6) 


und hierin ist 2{ das Vektorpotential, aus dem sich dieses Magnetfeld ableiten lieBe. Bis auf einen 
wirbelfreien Anteil ist aber offenbar 


1) 
— SS = (0 xB) + 6" = (0x B) — grad Be”. (6a) 


Go 


Die durch Gl. (3a,) beschriebene elektrische Strémung i?) in der xz-Ebene ist iiberall 
quellenfrei. Im Bereich (1) besteht also, wie die Anwendung der Operation div auf die Gl. (3a,) 
ergibt, auf Grund bekannter Formeln der Vektoranalysis die Beziehung: 


div i) = — Bx, - grad »,(x, y) + (mx es) + %, div ©)’ =o (7) 


und da ©’ = — grad 6™’ gesetzt werden kann, so erhalt man fiir die gesuchte Potentialfunk- 
tion ®")’ die folgende Differentialgleichung von Porsson: 


AD)’ (x, y) + B+ e,+ (mx grad v,(x, Vy) =="0% (7a) 


Im Bereich (2) mu8 die Potentialfunktion ®®)’, die im Bereich (2) gilt, der einfacheren Differen- 
tialgleichung von LAPLACE 


div i?) = — x, - AG?’ =o, (8) 
G2)’ — — grad B®)’ (8a) 


gentigen. Da aber auch keine flachenhaften Quellen in der Strémung auftreten diirfen, so folgt 
aus Gl. (3a;) unmittelbar, daB von der Lésung noch weiterhin die Grenzbedingung 


Divi=n,.° ¢ —i™) =— Bxy-0,(x, y) - eg: (m XM») + Nye * (% CE” — x, CE") =o (9) 


erfiillt werden mu. Der Durchgang der Normalkomponente von i’ durch die Grenzflache 
erfolgt also nur stetig, wenn in der Grenzflache selbst v,(x, y) = 0 ist. 


SchlieBlich mu8 noch iiberall in der x z-Ebene der Forderung 
i) ¢ C5 —= Ce F (v x %) ci C5 +. 4 . Cy 3 (gO) —— ny 2 v(x, 0) : B, “+ Cy - qi)’ =0 (10a) 
i?-e.=0 : (10b) 


Gentige geleistet werden, so daB die Bereiche (1) und (2) streng genommen Halbellipsen dar- 
stellen. 
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2. Die Koordinaten des elliptischen Zylinders und die Greensche Funktion 
im homogenen und inhomogenen Falle 


Wenn auch bisher in den allgemeinen Angaben iiber die Anforderungen, die an die Lésung 
der Aufgabe zu stellen sind, rechtwinklige cartesische Koordinaten benutzt worden sind, so ver- 
steht es sich bei der besonderen Form des Querschnitts von selbst, daB im vorliegenden Falle am 
besten die Koordinaten des elliptischen Zylinders verwendet werden. Die z-Koordinate bleibt 
dabei bestehen. An die Stelle der Koordinaten x und y treten jedoch beim elliptischen Zylinder 
die Koordinaten € und 7. In der Tat folgt aus dem gewohnlich in der Form 

x+7y =c: dj (+77) (1) 
angegebenen Zusammenhang zwischen x, y einerseits und € und 7 andererseits durch Trennung 
der Real- und Imaginarteile das Gleichungspaar: 

LeU GCOS?) (1a) 
y=c: Giné-siny (1b) 
Die Elimination von 7 aus Gl. (1a, b) fiihrt zu der Beziehung 


x yy? 


a. Cope ' 2.Ginee 1 (O= § =< ©) (2a) 
und die von & zu der dazu analogen Beziehung 
x 4 = 
c?- cos? 7 @usintn  ~ (Cacia) Sia ale (2b) 


Die zu € = « gehorende Kurve stellt also in der xy-Ebene eine Ellipse mit den Halbachsen 


a= €" Bo) a, (2a) 
b=c: Gina, (a,0. 0) ai (26) 
a/b = Stg a (2y) 


dar, und daraus folgt, daB die Lange c in den Gln. (2a, b) nichts anderes als die lineare Exzentrizitat 
der Ellipse bedeutet, die mit den Halbachsen a und b gemaB der Formel 
c2 = q* — b? (2) 


zusammenhangt. Jede Ellipse € = const der Gl. (2a) wird von jeder Hyperbel 7 = const der 
Gl. (2b) orthogonal geschnitten und die Brennpunkte x = +c aller Ellipsen und Hyperbeln 
fallen zusammen. Mit Hilfe der GréBe 

Fe 

1/h(&, n) = h(E, n) = c/2*!? - (Coj 2& —cosan]?, hlE,n) Hh, W(E,n) =h Piensa (3) 
sind dann bekanntlich [6] die Vektoroperationen grad, div, rot und divgrad = A wie folgt dar- 
stellbar: 


a@ a@ aD 
grad P= he eh ha i AAP az 13» (4a) 
ds,, ds, = h’ - dé, dn, (40) 
ca ome isos 
div = 18-5 (h As) +5, h Ay) + he, (4b) 
Weg Wd, Os 
rot = h®-| afa&  dfén —a/éz |, (4c) 
WeAp WA, A; 
CD ed) B® 
AD = We fT SO + 22° (4d) 


Hierin sind gemaB Abb. 1 die q; mit 7 = 1, 2, 3 die drei Einheitsvektoren in Richtung zu- 
nehmender Werte von (&, 7, z). Mithin ist e, = qs. 
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Fiir das weitere ist vor allem der Ausdruck fiir die GREENsche Funktion in den Koordinaten 
des elliptischen Zylinders £ = const von Nutzen. Dazu bedarf es zunachst der Beziehung fiir 
den Abstand des Aufpunktes (é, 7, z) von einem beliebigen anderen Punkt, etwa dem Quellpunkt 
(é’, 7’, 2), innerhalb derselben Querschnittsebene. Auf Grund der Gl. (1a, b) ergibt sich hierfiir 
nach einer langeren, aber durchaus elementaren Rechnung der Ausdruck: 


0(E, 9; E'.9') = 8 [Wof (E + &') — cos (9 + 9')] - Go} (E — 6’) — cos (Q—y)]- ° (5a) 


Fiir den Abstand eines beliebigen Aufpunktes (€, 7, 2) vom Ursprung mit den elliptischen Koordi- 
naten (0, + 2/2, z) ist dann im besonderen 


o%(&, 7; 0, + 2/2) = c?/2- [(Wo} 2 € + cos2m]. (5b) 


Da nun auf Grund einer bekannten FourtErreihe 


In [1//2 (oj € + cos n)| = — &/24 ba (+L)*- (cosAn)/A-exp(—Aé) (Im (,y)=0,€>0) (6) 


Z-Achse 


Bild. 1. Das Bild zeigt den Querschnitt der x y-Ebene durch das sich in Richtung der z-Achse erstreckende Flufbett. @ und b sind die groBe 

und kleine Achse der Ellipse, 2c ist gleich dem Abstand der Brennpunkte I, und F, + @;, es, ¢s sind die drei Einheitsvektoren in Richtung zu- 

nehmender Werte von 4%, ¥, 2, 3, Js, dg die drei Einheitsvektoren in Richtung zunehmender Werte von &, 7, 2. %, %, bedeuten die elek- 

trischen Leitfahigkeiten des Wassers im FluBbett und des umgebenden Erdreichs. Wegen der Zahlenwerte wird auf den Schlu8 von 
Abschn. 3.1 verwiesen. 


ist, so gilt fiir die normierte GrREENsche Funktion der unbegrenzten (€, 7)-Ebene, die sich im 
Unendlichen bekanntlich nicht regular verhalt, der Ausdruck: 


re ke, 1 : 1 2 oe if : 2 1 ‘i Sess es: 
ot) ae ae eG ni) a ne ec ©) peeehe ames 
un ye ee WY ME FE) >>: Ssh ee enh (EX Ssopneiy 
A=1 A=1 


Die zweite Zeile kann hierin auch in der Form 


7 cos 7.7’ a 7 sin A 17’ Bos 
Epa 1) -e*8- cosdn: CoE +2: Dd, +e" - sind ny Gin dé (é' > 6) (7’) 


A=1 


geschrieben werden, falls ¢’ > & ist. Fiir &’ < & geniigt es, in dieser Gleichungszeile € und ¢’ zu 
vertauschen. 
Gibt es in der &, 7-Ebene eine Ellipsenkontur € = «, an der sich die Tangential- und die 
Normalableitung von g (P, P’) gemaB den beiden Gleichungen 
agi (P, P’) 88o,+(P, P’) \ 06 447(P, P’) O8o(P, P’) 
ee ee 
(vy = |; gag, EX) => Peale, Pay), 
verhalten, so modifiziert sich der Ausdruck (7), und es‘miissen verschiedene Falle nebeneinander 
betrachtet werden. Dabei mége im folgenden, wie schon in den Gl. (7a, b), zur besseren Unter- 
scheidung das Funktionszeichen g z. B. den Doppelzeiger (1 2’) bekommen, wenn der Aufpunkt 
P = (&,n) im Bereich (1) und die Quelle P’ = (&’, 7’) im Bereich (2) liegt. 
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Im ersten Falle befinde sich die linienférmige, stromliefernde und als Einheitsquelle auf- 
gefaBte Elektrode im Punkt &’, 7’ des Querschnittes innerhalb der Ellipse € = a. Es ist dann 
mit P = (&,) und P’ = (é’,n’) fir & <é<a: 


gy AP, P’;»)=——.- nz—e+ SG cosd 7’ > oj AE’ + cosdn: e** 


»—1)-+coshy’- GojfAg’ 2coshn 
vy: Cojad+ Sinad aay) 


+ sin dn’ - Ging -sindy-e*8—! e974. Gof AE 


(v— 1) sind n’ - Gina &’ 2 sind 4 aA) ' 
Teme BI Sine, be) 


und fiir é’ <a <é&: 


, 1 2 é = cosAn’ + Soj A &’ _2.cos A 
PED ye ye n 1. g—A(§—4) 
Bav(P, P's») 2% {i c v +25 Cofad+ Ginas A 2 


sin An’ - Sind &’ 2 sindy 
(§—a)|\ . 
y- Ginaa + Cofad- A ‘ | eo) 


Im zweiten Falle mége die linienformige, als Einheitsquelle aufgefaBte, stromabgebende 
Elektrode am Orte (&’, n’) auBerhalb der Ellipse = « liegen. Dann ist jetzt fiir a<&<é’ 


if 1 2 / . 
Salt rh 1) = Sn g 4 Di 


A= 


2 peae 

7 cosAn’ -e **". cosdn CofAré 

(v— 1) -Gin2zaa acer coshn F 
Bs ON ee 5 eS 

peOiotnenan os 3 


1) Sin 20.4 si ate sindy 
Ree. Bm UE i) Ge aS 
vp: Ginad + Cofad © Ane em | 


+ sin An! + e-*8 Aes sind yn - Gina é 4+ - 


und fire <a <>: 
A — 4) 2 cosdn 


rete ai 2 y-cosAn’- é q 
8i(P, P59) = 27 {i c e +3 vy: Teac A Gof As 


yesindge of oo aa! 


Ty. Ginad + Cofaa | -einaeh. le) 


Ist im Falle des Gleichungspaares (8a, b) § < &’ <«, so haben in der ersten Zeile von Gl. (8a) 
€ und &’ ihre Platze zu vertauschen. In der Gl. (ga) mu8 hingegen fiir « < ¢’ < & an Stelle 
von &’ die Variable € stehen. AuBerdem tritt nach Gl. (8a) an jedem einzelnen Reihenglied beim 
Durchgang durch die Ellipse € = &’ ein Sprung von der GréBe 

Opaay (Eee Wee, 12 

( Su a a) i (7 ( ol = (cosA n+ cosdn’)/A (9) 
auf. Dieser Umstand erklart, daB die Gl. (7b) fiir &’ = « vorlaufig nicht langer erfiillt ist. 

Die vier Gln. (8a, b) und (ga, b) lassen sich in einfacher Weise gewinnen. Liegen z. B. die 
Voraussetzungen der Gl. (8a) vor, so leuchtet aus physikalischen Griinden ein, daB innerhalb 
der Ellipse zu dem Ausdruck (7) in der Schreibweise (7’) fiir jedes A sowohl zu dem cos- wie zu 
dem sin-Term noch ein Glied hinzutreten muB, das sozusagen die Riickwirkung der in der 
Zylinderflache = a auftretenden und durch Gl. (7b) charakterisierten sprunghaften Anderung 
der &-Ableitung ausdriickt. Es ist natiirlich seiner GroBe nach zunachst unbekannt. Fiir den 
Bereich auBerhalb der Ellipse € = « ist gema8 (7,7’) ein neuer Losungsansatz aufzustellen, 
in dem die Koeffizienten der einzelnen Terme mit sind y und cosAy, A= 1, 2,3..., zunachst 
ebenfalls beliebig gewahlt werden kénnen. Was die Abhangigkeit der einzelnen Glieder von & 
betrifft, so muB sie in diesem auBeren Bereich natiirlich von der Art sein, daB fiir § > oo alle 
Glieder verschwinden. Im Hinblick auf Gl. (4d) wird also diese Abhangigkeit durch den Faktor 
exp (—A &) beschrieben werden miissen. Innerhalb der Ellipse § = «, wo durchwego = § Sa 
ist, wiirden die einzelnen Glieder sowohl iiber den Faktor exp (—A &) als auch iiber den Faktor 
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exp (+A&) von € abhangen kénnen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, von Coj AE und 
Gin Aé. So stehen also in diesem Falle die Lésungsansatze 


VE, n) = Vy(E, n) + Val, n) = AP- cosdAn: CofAE+ AP-sindayn-Gindsé, (10a) 
WE, n) = Wy(E, n) + W2(E, n) = BY-cosdn: Gindé + BY sindyn-CojAE (a0b) 

zur Auswahl. Wir bilden daraus fiir § = o die acht Differentialquotienten 
OV,/0E =0, OV,/€E =2-AP-sindyn; AVi/en=—AA®-sindn, OV,/@) =0, (104) 
OW,J0E =A- B® -cosdn, OW,/0 =0; OW,/n=0, OW,/On =A+ BP-cosdn (108) 


und untersuchen das Verhalten der Funktionen V und W nebst ihren Ableitungen nach ¢ und 
beim Ubertritt vom oberen Ufer der Geraden & = 0 in Bild1, langs dem 0 27 S + = ist, 
zum unteren Ufer, lings dem —z = 4 So ist. Dabei ergibt sich: 

Bei einem solchen Ubertritt andert sich: 


V stetig, W sprunghaft von + zu — sin (A ||) B®. 


Hingegen andern sich mit 7 = 1, 2 die Ableitungen 
-+(—) @V,/@&(n) sprunghaft von +(—) zu —(+) 4 A§?: sin (A |n)) , 


wahrend dW/0&(n) stetig bleibt. 

Nun haben aber nach Bild1 die Einheitsvektoren q, und qp, die in die Richtung zunehmender 
Werte von é und y zeigen, am oberen Ufer des Geradenstiicks € = 0 zwischen den beiden Brenn- 
punkten F, und F, gerade die entgegengesetzte Richtung wie am unteren Ufer. So deutet also 
der Sprung von 0V/d& und dV/en beim Durchtritt durch das besagte Geradenstiick gerade auf 
eine Stetigkeit der beiden Ableitungen 0V/0& und 0V/0y hin. Es verhalt sich also auch von den 
beiden Funktionen (10a, b) die Funktion V(x, y) nebst ihrer Ableitung nach y beim Durchtritt 
durch das Geradenstiick F, F, stetig, wahrend sich die Funktion W(&,7) und ihre Ableitung 
nach y bei dieser Bewegung des Aufpunktes sprunghaft andern. Damit steht im Einklang, daB 
in der Entwicklung (7), (7’) der Funktion g(P, P’) nur die Funktion V(&, 7) vertreten ist. 

Auf ein stetiges Verhalten der Lésung von der eben beschriebenen Art wird natiirlich Wert 
zu legen sein, wenn die gesuchte Funktion in der ganzen ungeteilten é, 7-Ebene Geltung haben 
soll. Wird nachstehend auf noch anzugebende Weise dieser Forderung entsprechen, so ist in dem 
Falle der Loésungsansatz gema8 Gl. (10a) zu wahlen. Die Berechnung der im ganzen vier Kon- 
stanten in dem Lésungsansatz fiir das Innere und AuBere der Ellipse = « ist dann mittels 
der Bedingungsgl. (7a, b) ohne Schwierigkeit durchfiihrbar und ergibt fiir die verschiedenen 
Falle die beiden Lésungspaare (8a, b) und (ga, b). Strebt darin &’ —> «, so wird auf Grund dieser 
Gleichungen selbst: 


RAG: 4); a, n') = (1/7) ’ ie 1); X, 1’) (v == Hea) (o = E << X) 
f / J / aa 2 
Bal, 75%) = (1/) * SoolE, 75 0, 0°) (a <§ < oo) 
SchlieBlich entnimmt man nach Bild 1 dem rechtwinkligen Dreieck im Punkt P der Ellipse 
die Relation 


(11a) 


(—a Zr S+a). fan 


ds, > cos #, = dx = c: Gin E+ cosy: dé. 
Sie folgt unmittelbar aus Gl. (1a), wenn sich allein € andert. Im Hinblick auf (3) und (4a,) 
ist demnach 
2: Gin €- cosy 
oj 2 = ae a 


= h(E,n)- c+ Sin é- cosy. (12a) 


cos ¥ = sin J, = Cy qi = C2 Qe 


Auf die gleiche Weise folgt 
me /2 - Gof é sin y _ 
VCoj 2€—cos2 7] 


sin #, = — cos # = — ey dg = C2 h(E, y)-c- Gof &+sinn. (12b) 


Weitere Angaben allgemeiner Art sind nicht erforderlich. 
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3. Die Induktionsstréme bei gleichformiger Strémungsgeschwindigkeit des Wassers 
Wir betrachten in dieser Arbeit allein den einfachsten Fall, in dem grad v, = 0 ist. Dann 
ist nach Gl. 1 (9) am Rande der unteren Halbellipse € = « wegen Nye = und q,° (es Xm) = 
= q1* (qsX™) = — Mm dp 
Div’ = — Bx: 9,(0, 9) - gem = — 9, + 4 [e19,° B, + eeqe° By] A/m?, (1a) 
wenn noch die Gl. 1 (1) beriicksichtigt wird. Wie schon friiher bemerkt wurde, besitzt indes die 


entstehende elektrische Strémung wegen grad v, = 0 keine rdumlichen Quellen. In Riicksicht 
auf die Gl. (11a, b) ist also in den Koordinaten &, 7 


Divi’ = ee - (Coj «- sin yn - B,—Gina-cos7- By). (1b) 


Gof 2% — cos 2 


Bezogen auf die Langeneinheit in Richtung q,= es, liegt demnach an der Stelle (a, 7) mit 
— 7 = So auf dem jeweiligen Bogenelement ds, = h’- dy langs des Umfangs der auBeren 
Halbellipse eine Verteilung linienférmiger Stromquellen gemaB der Gleichung: 


Divi’ - ds, = v,%, ¢+ [Gof o> siny- B, —Gina- cosy: B,|- dy A/min Richtg. eg. (2) 


Wegen x = 0 fiir alle y > 0 tritt aber im allgemeinen auBerdem noch eine flachenhafte Strom- 
quelle in der Ebene y = 0 langs der Strecke —a< x= +a auf. Hier ist nach Gl. 1 (9) 


(Div '), 0 = Bm, * ¥,(%, 0) + e+ {(e, B, + e, B,) Xea} = + mv, B, (3a) 
und also mu8 im Hinblick auf Gl. 2 (4a,) 
sin |y|+dn°  (§ = 0, —w = 7 S 0) (4) 
Gin &€- d& (o0o2éSa, n= +7, 0) 


sein. Berechnet man aus Gl. (2) die gesamte Ergiebigkeit der eingepragten Stromquellen, die 
zwischen den Punkten («,—z) und («,0) auf dem unteren Ellipsenbogen verteilt liegt, so 
errechnet sich dafiir der Wert: 2 v,-x,- c+ oj «- B,. Die entsprechende gesamte negative Ergiebig- 
keit — 2v,x,-c-+Woja- B, verteilt sich langs der groBen Achse der Ellipse. Die Feldkompo- 
nente B, verursacht hingegen lings des Ellipsenbogens € = « zwischen den Punkten 7 =—2/2...0 
eine gesamte Ergiebigkeit der eingepragten Stromung von der GréBe v,x,-c- Gina: B,. Die 
gleich groBe negative Ergiebigkeit besitzt die Quellenverteilung auf dem Ellipsenbogen & = a 


Divi o dr =my,eB,-| 


zwischen den Punkten 7 = —a und 7 = —az/2. Dabei liegen im letzteren Falle die Punkte 
gleicher Ein- oder Austrittsstromdichte des eingepragten Stromes innerhalb der beiden Viertel- 
boégen 7 = 0---— 2/2 und 7 = — z/2---—a auf einer Parallelen zur x-Achse. 


3.4. Die vollstandige induzierte Strémung im Falle B,=0, B, #0 


Die eben gemachte Feststellung von dem zur x-Achse des Bildes1 parallelen Verlauf der 
elektrischen Strémungslinien des eingepragten Feldes erlaubt es, fiir den Fall B, = 0, B, #0 
auch sofort die vollstandige Stromung in den beiden Bereichen (1) und (2) zu berechnen. Zu 
diesem Zweck denken wir uns die bisher allein betrachtete Halbebene y = o durch Hinzunahme 
der oberen Halbebene zur vollen € 7-Ebene erganzt. Auch in der neu hinzugetretenen Halb- 
ebene y = o wird zwischen den Bereichen (1) und (2) mit den Leitfahigkeiten x, und x, und der 
Trennlinie € = « unterschieden. Damit ist dann die Wahl einer Losung nach Art der Gl. 2 (10a) 
in den Gl. (8a, b) und (ga, b) noch nachtraglich gerechtfertigt. Ist dann auch die 6rtliche Ver- 
teilung der Quellen der eingeprigten Strémung langs der oberen Halfte der Ellipse spiegel- 
bildlich die gleiche wie in der unteren Halfte, so wird die sich in der vollen € 7-Ebene ausbildende 
elektrische Strémung auf jeden Fall die Eigenschaft zeigen, daB auch die Strémungslinien des 
vollstandigen Feldes symmetrisch zur x-Achse verlaufen. Die an die totale Strémung zu stellende 
und bereits durch die Gl. 1 (1---10,) ausgedriickte Bedingung ist also in diesem Falle von selbst 
erfiillt. 

Um nun die endgiiltige Losung auf dieser Basis herzustellen, ziehen wir die Gln. 2 (8a, b) 
und 2 (ga, b) heran. Dabei mége zunachst auch weiterhin vorausgesetzt werden, daB ent- 


> * 
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sprechend der Annahme in den genannten beiden Gleichungen « 4 &’ und also etwa beast: 
Wegen des spateren Grenziiberganges &’ > « waren dann auf Grund einer friiheren Bemerkung 
im AnschluB an Gl. (ga, b) in der ersten Zeile von Gl. 2 (8a) € und é’ zu vertauschen. 

Bezeichnet dann 6@,,, den im Punkt (é,) von Bereich (1) herrschenden Wert der Potential- 
funktion der zu der eingepragten Strémung hinzutretenden Potentialstromung fiir eine einzelne 
linienformige Elektrode (é’, 7’) im Bereich (1’), so gehen sie bekanntlich [6] aus der zugehdrigen 
normierten GREENschen Funktion g,,,(P, P’;) von Gl. 2 (8a) durch Multiplikation mit dem 
Faktor — Divi: ds,/x, von Gl. 3 (2) hervor, nachdem darin noch B, = 0 und « = &" gesetzt | 
worden ist. Die Potentialfunktion 6" (&, y), 7 = 1,2, mit der sich die unter dem Einflu8 aller 
Quellen auf dem Ellipsenumfang € = « in den Bereichen (1) und (2) bestehende Potential- 
stromung beschreiben laBt, ist also mit vy = x,/x, durch die beiden folgenden Ausdriicke ge- 
geben: 


OME, n) = — 0, ¢- Sina: B, i Pats n; 0,7) + cos 7’ + dn’ 

= —0,¢°%,/%,° By Sina T bl GO; 4.) COS, dn) WK O —1 ees ole (5) 
Pe" (E, n) = — 9, c+ By- Gina Tt tlt n;%,7)* cos” * dr’ 

= — 0, 6° m/x,° B,- Sin o Tt Buel "30,7 )* cosy ° dr’ (eS a): (6) 


Die nun erforderlichen Integrationen lassen sich leicht ausfiihren und ergeben fiir die beiden 
Potentialfunktionen die iiberaus einfachen Formeln: 


NE (end es ws pe eee Die Se eee ae = 
@ (&} n) ae te 4 He Cotg a COS 7) Go} & hl My a Hg Cotga x (0 — g = a) ? (7a) 
, Zz we 
BONE, 2) = — aga Ost Sofa e E(w SE < oo). (7) 


Tem ary: 


Am Bogen & = « besteht fiir diese beiden Funktionen fiir jeden Winkel aus —zm=>y +2 
die erforderliche Gleichheit. Andererseits ist, wie es sein muB: 
(EDOY (E, n) a@2)’(E, n) ; 


Dammit erfiillt die gewonnene Lésung auch die Gl. 3 (2). Der geometrische Verlauf der Str6mungs- 
linien ergibt sich mit 7 = 1, 2 aus der Differentialgleichung 


dy [dg = (8B) |(@B"/2E) . (@=1,2) (8) 


Im Bereich 0 = € <av ist also mit H >oundo<y, <a 


—ce-'sinyn Giné=H=c:sinn, :Gina=b-sinn, (yZo,—am=yS0) (ga) 


und im Bereich a 3 € < oo: 


_ 7, (sin ial 
$—a=In(=). (9b) 
So bedeutet also (a, —7,) oder («, —ua + 7,) den Schnittpunkt der Geraden y = —H mit 
der Ellipse € = a. In x und y ist mit € als Parameter und mit der neuen Abkiirzung 
B=In(/H) (02H Sd), (9’) 
% oj é sary Oy a 
a Gagne (@+B—€) | (ga) 
Wh SUS ee ee 
db Gina © ‘ , (96) 


sin \n| = e (a iG) s (gy) 
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Nach Gl. (ga) ist € = « + £ fiir x = 0. Demnach ist im tiefsten Punkt der Strémungslinie, die 
im Bereich (1) im Abstand H von der xz-Ebene verlauft, 


\Yminl Gin (a an B) 
b —~*é«~MS im (99) 


und im Bereich (2) tiberschneidet diese Strémungslinie nur Ellipsen, fiir die « = & <« + f ist. 
Aus Gl. (7a) berechnet sich im Hinblick auf die Gl. 1 (3a,) fiir die totale Stromdichte inner- 
halb des FluBbettquerschnittes der Ausdruck: 
. rae Gp a Hy , A Hy 
(¢, 9) = — 0, %, By +, E,=—v,%, B, + ei De CTP Is ES 


i,(%,y) = 0. (10b) 


°U,%, By = —,%,B , (10a) 


AuBerhalb des Strombettquerschnittes gelten hingegen fiir die reine Potentialstrémung, 
die hier zugleich die totale Strémung darstellt, die beiden Beziehungen: 


yz Hy Ho 


4(2) 
iL’(é, 7) = ———————_.. 
pet) Gof 2E—cos 2 % + x Cotga 


0B SD) 0 * COST en Ste Ape EE teo) 
(11a) 


_y2 iy Mey 


VGoj2é—cosan % + %2- Coiga 


ei — op B20) Gi style a9 ty (ee ee) 

(11b) 
Aus (11a, b) ist zu ersehen, da tatsachlich in der Ebene y = 0 die elektrische Strémung keine 
Normalkomponente besitzt, wie es die Gl. 1 (10) verlangt. In der Ebene x = 0 mit y = 0 hat 


die Strémung nur eine Komponente in Richtung x, denn nach Gl. (11a) ist fiir 7 =—2/2 it; =0 
und nach Gl. (11b) 
! Ms pea ial peat Fee 
i(é t= ,U% B, Cope ° = 1,(0, 9), (12) 
yi =e Cin € . (12a) 


Im ganzen Bereich € 5 « flieBt also in der Geraden x = o der Strom in Richtung zunehmender 
Werte von x. In dem Bereich 0 = € <a hat aber die Strémung i nach Gl. (10a) die Richtung 


abnehmender Werte von x. Im Punkt =a, 7 =—va/2 erfahrt mithin die Stromdichte i, eine 
sprunghafte Anderung von dem Wert 

: hh ees ahs 

i,(a—,—4)= U, B b xy + amy 


zu dem Wert 
2 Tt b x 
is (« 3 —3) = + v, 4 By : bu, + a ay” 
Natiirlich besteht ein solcher Sprung nicht bloB an der Stelle (a, —2/2), sondern lings der ganzen 
unteren Halfte der Ellipse § = a. Es ist namlich auf Grund der Gl. (7b) 
D wy Cof a - sin y 


Capen 0% By? ——— 138. 
ty (&, 7) ax, + bx, Mae ey V (Cof 24— cos 2) /2 a 


und andererseits nach Gl. (10a) und Gl. 2 (12b) 
Cof a - sin n 


| (Gofza— cos27)/2 i 


(13b) 


ak 
i = Or < eee See : 
(a, n) a i (a, ”) Uv, 41 18}. ey Ve ae A x, ae b xy U, *y By 


Nach Gl. 1 (5b) und Gl. (12b) ist aber 
Cof a - sin n 


Rot i? = Rot ((v x®) 1) etic #7 ; V (Cof2a—cos27m)/2 ae ee 2) ae 


wie es sein muB. An der Ellipse = a erfahren die Strémungslinien eine Brechung. 


Wir berechnen noch den gesamten Strom, der etwa zwischen den Punkten o---+-— 0 und 
—b--+ co durch die y-Achse hindurchtritt. Nach Gl. (10a) ist 
Dd 
eae Be Asm in:Richtg. e,, (15) 


Y Dx, + ax, 
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a 


E -b 
1(—b++- 00) = | i,(¢, —4}- ds. = 0, B peat anes (16) 


4iNe Y DH, + Gk, 
a 


Dabei ist hierin der Strom positiv gezahlt, wenn er in Richtung der x-Achse flieBt. 
Setzt man die Komponenten 1; und i, der Gl. (11a, b) zur resultierenden Stromdichte zu- 
sammen, so erhalt man die Formel 


2 2—#) 1 + pais 


28 cag | Vila) + Cotga 


[iE n) I/(0, B, 4) (17) 


Fiir v, = 3 m/s, B, = 0,178 Vs/m? und x, = 0,01 S/m wird hierin 
v, By+ x = 5,34° 105° A/m? 


{Y 
Bezirke hichster Stromdichte s.Gl.3 (17a 
ae (ma) 


a = 
0 +020 +04a +06 + 08a +1,0a +100 LD 
. 


T 


a -40a__=08a~_- 06a 00-020 
T T T T 
a WM 


— 
aS —— 


(2) 


Feldlinie © 


b/a=0,2=tanha 


Say lle 
c= 5 I = 0203 


Bild 2. Dieses Bild zeigt den Verlauf der Strémungslinien im FluBbett und in d2m angrenzenden Erdreich, falls By =o und By ¥ o ist. 

Die dem Bild zugrunde liegenden Zahlenwerte sind im Anschlu8 an Gl. 3 (17a) im Text angegeben. In der Flache des elliptischen Zylinders 

& = « treten infolge der tiberall im FluBbett als gleich groB vorausgesetzten Stromungsgeschwindigkeit des Wassers nach Gl. 1(5b) Flachenwirbel 

der elektrischen Strémung auf. Sie sind die Ursache dafiir, daB an dieser Flache ftir den Stromiibertritt vom Bereich (1) zum Bereich (2) das 
bekannte Brechungsgesetz der Stromungslinien nicht mehr gilt. 


Man beachte im iibrigen die tiberaus einfachen Formeln fiir die GroBe der horizontalen Stro6mung im Wasser, Gl. (10a), fiir den gesamten 
Strom I gem, Gl. (15), (16) und fiir die maximale Stromdichte (17). 


#,/%, betrage 50. Die Orte gréBter Stromdichte liegen also an der Erdoberflache unmittelbar 
links oder rechts vom linken oder rechten Ende der groBen Achse, wo 7 in der Nahe der Werte 
von o oder — a liegt und nur wenig gréBer als « ist. Die gréBte Stromdichte, die im Bereich (2) 
auftreten kann, ist also nur wenig kleiner als der Maximalwert 


=, Ue Bape aN 
fh =P = Tb = oo) fb = [5% — a). (17a) 
rig SS 
a2, 


Die Abb. 2 zeigt den Verlauf von vier Strémungslinien unterhalb eines FluBbettes in Form 
einer halben Ellipse mit dem Achsenverhiltnis 1:5. 


Die Funktionen (7a, b) kénnten im vorliegenden Falle, da sie ja Lésungen der Gl. AD’ = 0 
mit einem Ausdruck fiir J gemaB Gl. 2 (4d) sein miissen, sehr leicht auch unmittelbar ohne den 
Umweg tiber die GREENsche Funktion als einfache Teillésungen in der bekannten Produktform 
sofort angegeben werden. Dieses Verfahren wiirde aber in dem anderen noch zu behandelnden 
Falle B, ~ 0, B, =o schwerlich zum Ziele fiihren. Gerade in diesem zweiten Falle erweist 
sich wieder einmal die GREENsche Funktion als ein zuverlassiger Fiihrer zur richtigen Lésung. 
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4. Die vollstandige induzierte Strémung im Falle B, + 0, B,=0 


Nach dem Ergebnis der in § 3 angestellten Untersuchungen hat in diesem Falle die eingepragte 
Strémung einen zur y-Achse parallelen Verlauf. Sie entspringt oder endigt entweder auf dem 
unteren halben Umfang der Ellipse = « oder in der x-Achse zwischen den Punkten —a- +--+ +a. 
Auf dem Ellipsenbogen sind die Quellen der zusdtzlichen Potentialstrémung nach Gl. 3 (2) durch 
die Formel 


Divi’: ds, = v,%, c+ B, oj «- sin n’ + dy’ = —v,%, a+ B,- sin |y'|- dy’ (—a 27’ So) (1a) 
gegeben. Sie sind also genau genommen Senken der eingepragten Stromung. Die zugehérigen 
positiven Quellen der Str6mung liegen auf der x-Achse und haben die Ergiebigkeit: 

_ fsin In’| + di’ (¢’ =0, —tm=7’ So) 
“1\Gin & - ae’ (0S & <a, n' =—x oder 0) 
Da das Quellensystem (1a, b), wie schon friiher nachgewiesen wurde, ausgeglichen ist, so ver- 


schwindet das Potential der vollstandigen Strémung im Unendlichen. 
Zu den Gln. (1a, b) tritt noch die Forderung 1 (10a). Danach soll in der Ebene y = o 


Di vtay ee dy eat CoB, (1b) 


Yi 0) 


' +4)" Epa’ ED’ 
of on y=o 
(\x] <a), (2a) 
+3) ey a@ey a@ey n 
Ugeees S = 1 en ile to ge US ae a, ieee (@Zx< w) (2b) 


sein. Im Hinblick auf die Gl. 2 (3) und 2 (12a, b) folgt ee 


x a@ay 
ity (Ge). 4B =o —2 2750), ee 
My rarease) = 
tae (4B (SE Sa, 1 =00der—a), (26) 
Xe, a@ey 2 
Ae se (wSE <x) (27) 


Diese Gleichungen entsprechen in ihren Aussagen den Gln. (1a, b). 

Wie im Falle B, Ao kann und soll auch hier der Lésungsbereich, der eigentlich nur die Halb- 
ebene y = 0 umfaBt, auf die ganze xy-Ebene ausgedehnt werden. In diesem Bereich ist die 
Ellipse € = « ein zusammenhangender Kurvenzug. Die Quellen (1a, b) mégen dann jetzt sym- 
metrisch zur x-Achse mit den gleichen Vorzeichen auch in der oberen Halbebene angeordnet 
sein. Innerhalb der ganzen xy-Ebene bestehen dann die folgenden Quellen: Auf dem Ellipsen- 
bogen é’ = « ist 


Div i - ds, = — v, %, a+ B,- sin |y’| > dy’ (—nz2n S4+424, & =a) (3a) 
und auf der Geraden y = 0 
ae P —nt=2Y7 SO 
Dive or ee 1+ dy’ os b 
(Div t’),..° d% = v, %,¢- B,+ sin |n’| + dy : 0, ees ie (3 b,) 
(Biya pee Oe ee COI Conde (7 = + a-und 0), toa é = a)5 (3'b,) 
(Div t))ja ios dx-—=.0 (itr UNd. 0; a Ohee ce OC) 3s) 


Diese Quellenverteilung legt es nahe, als Prototyp einer Quellenanordnung nicht eine einzige 
linienférmige Elektrode zu betrachten, sondern sogleich deren zwei, die an den Stellen (¢’, + 7’) 
liegen und die nach GréBe und Vorzeichen gleiche Ergiebigkeit 62’ haben. Dabei werde 61’ bei 
Stromaustritt positiv gezahlt. Die Potentialfunktion 6@’ eines einzigen solchen Elektroden- 
paares betragt nach den Gl. 2 (8a, b): 


; os ia e~**- CofA E’\ cosdn-cosan’ (§ > €’) 
PrWlEn38 £7) =. 1 iy {ine — ( +2 re ey a (6 <&) 


RN (of =e wea WOE ene An’ + cosa zs ; a 
+2: > ae ao Gaz. at "- Gofal Spot Ee a oe 
A=1 2 i 
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; ; ; 6’ Bee he . x, * CofA _cosAn’:coshn aie a) 
00, o(Goni sn!) = ln ee 2D) Hq CofaA+ x, Sinad A i 
(0 6S =e = Oe) (4b) 


Diese beiden Funktionen 6@;,,, mit i= 1,2 befriedigen die Differentialgl. 2 (4d), und so lange 
&’ < « ist, bestehen ferner die Randbedingungen: 


6G, y(%, 7) OD, v(%, n) (D’ = 6D’) (4a) 
Oy = Gy 7% 


/ A , \ oD , , / 
my: (Sub) aw ( a 7), B60. (48) 

A. Nun liegen einmal die Quellen der Potentialstrémung auf der Ellipse ’ = O. Hierfir gehen 
aber die Gln. (4a, b), wenn man auBerdem noch in Gl. (4a) die beiden unendlichen Reihen zu- 
sammenfaBt, in das folgende Gleichungssystem iiber: 


®,, (6,45 0, +7’) = 


61’ 2 © wy ° Oopfrag cos A 4 + cosh n’ ee i. 
70 Hy {in Aske Creche Lenen A fo=b Sa), (5a) 
6®, (6,930, +7’) = 
te 2 x, + Gof ad- exp (—A (E—a)) _cosdn - cos An’ = b 
ae {in a Seay tte >» x, Cofad+ x, Sinad A (iat 3) (5 ) 


Auf dem Umfang der Ellipse = a ist im Hinblick auf Gl. (1a) die GréBe 61’ = Divi’ - ds 
und der Beitrag der Quellen der eingepragten Strémung auf dem ganzen Umfang der Ellipse = a 


ergibt sich dann aus (5a, b) durch eine Integration iiber 7’ zwischen den Grenzen (—z--- 0). 
Es ist aber 
way 
[ cosy’ «sin n+ dn’ = (A= 07-253 ee) (6a) 
[ecos ne sit n= dn —.0. (66) 


Man erhalt daher im ganzen 


co 


; v,B,a 2 %,- Gof 2Ed cos 2A n 4 
PralE, 4) = - It fea—a-n2 +a: x Sof 24A+ x, Sin 2a ean Ose =4)s 
(7a) 


: v,B,a x, + Cof2ad-exp(—2A(E—a)) cos2dn 
®, (6,4) = 1% fe. me In +2 oy x Sof 20A+ x, Sin2aA Ge - (7b) 


B. Zum andern liegt ein Quellenstreifen der eingepragten Stromung gem4B Gl. (1b) zwischen 
den beiden Brennpunkten F, und F, auf der x-Achse. Fiir die zugehérige Potentialfunktion 
gelten dann wegen é’ = 0 nach (5a, b) die Formeln 


B = =. 
he = Dp 13 28 ain 42: Dy Gin 22 (a &) + x, + Coj 24 (a f) ai 


rt =, x Coj 204A +x, Sin2aA (4A?) 
(0 2é <a), (8a) 
j _ ye Bey 2 _% + exp (— 2A (§—a) cos 2A 7 
®2, FFE, 1) = as a owas “In- “tg ae > x Sof f2ar+x, Gin2ad Test 
oe ~). 7 (8b) 
C. SchlieBlich sind noch Quellen der eingepragten Strémung zwischen den Punkten —a - - - —c 


und +-c----+a auf der x-Achse vorhanden. Im Hinblick auf Gl. (1b) und auf die Gln. (4a, b) 
lauten dann zunachst die maBgebenden Ausdriicke fiir die zugehdrige Potentialfunktion, solange 
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sie noch die bestimmten Integrale enthalten: 


Ds ac(é, 7) ee ae ae fe oine'-ae] 


paras Me f oy Ag’ - Gin &’ - dé’ + Cofdreé- ii Gin é’ - ae (1 ee peo 
. (#1 — #2) - exp (—a A) ae 
ee iyo ee, cna fcapae’ Ginga do see +) eae 24 
(Oz 65.0} eal 


und 


Ope (6.183 


PD, + Ss ”) we 


efarn’. fing sae Bg. [gin ae 


= #%,- exp [-—A (E—a)] cos A eA? 
tae See AE a) P2- foae- cing ae} (6 =E <ce). (9b) 


Nun ist aber 


E+ f Ging’ - dé’ 4 fe + Ging’ - dé’ =a- Gof a— Gina + GinE—E, (10) 


[ Gofae’- Ging - dé’ = 5 + [A- Gin AE Gin — GofAE-Cof E+ 1] (A=0,2,3...), (11) 


a 


J ge Gin &’ - dé’ = 


§ 


A: Gin € eu S me A- Gina + Coja 


Si Fh ae (A Bass (12) 


8 
J Soke" - Ging” - ae’ ==. (Gof 2-1], (11) 


fem®- Ging’ - as’ == (a—8) : tae (124) 
é 

Fiir die zweite Zeile von Gl. (ga) 1a8t sich dann schreiben: 

2: > (1 -+ einen Jett feajag - Gin £’ - dé’ — Gof AE: fe~** - Gin & - dé’ 


4 Gof e+ f es Gime - de" 


Woe 


= Ae Seer a7. | igina@ —8 - Gin & - dé’ + Copa g- fer™® Ging’ ak 
< >i —AE et 
sabe ont a ee ype : A- Gin € +e eS = Sina + oe p= 


Vereinigt man diese Ausdriicke mit der dritten Zeile von Gl. (ga), so erhalt man fiir die zweite 
und dritte Zeile dieser Gleichung zusammen die Darstellung: 


7 cos 2A n/[A (4 2— 
lie Dee Snag (4 [Sof 24 (a —£) — Gof a Gof 22E + 24+ Ging - Gin 2.0 A] 


+ %,+ [Gin 24 (« —&) — 2A: Gina: Gof 2AF + 2A- Gin E- Coj 2a/]}. 


; : : an Archiv fiir 
26 H. Bucuuorz: Durch das erdmagn. Feld im bewegten FluBwasser induzierte elektr. Stro6me — pyjextrotechnik 


Damit ist jetzt im ganzen: 


©. aE.) = {2 In + (Gof a—1) — 26 Cojfa + 2° Gina 


cos 2/7 


+4-6inég- 2S + 2é—2 Ome 


cos 247 _° (Cof 2A (a— £) — Gofa- Gof 24] + x - [Sin 24 (x—£) — 2A. Gina - Gof 24) 
ee ye NG) xz Cof 244 + x, Sin2aA 


c 


calm) = 2S Lorin 2 ofa —1) 2-2 §- (Cofa—a) 


Sy cos 2A 7 Ma: [24+ Sin2ad- Gin a — Gof 20A- Coj a 4+ 1) 
Gee eens “Mm Sof 2aA +, Sin2ad 


este —ah (a2&<oo). (13b) 


A=1 


In der ersten Zeile von Gl. (13a) ist die unendliche Reihe summierbar. Es ist namlich [8] 


A sin A x _ sin a (7— 24) 
= — 1 
2 ie = a age (Oe ie at) (14) 
und nach einer hier erlaubten gliedweisen Integration nach x zwischen den Grenzen 0: - - x’ folgt 


daraus die andere Summenformel: 


> in(£)-sin «(x -2)} 
sin - sin | a |a~— — 
1— cosh x’ 7 2 2 


(ee Ge sin (7 a) ee 


ae 


Fiir a = 1/2 und x’ = 27 erhalt man also die im Bereich — a < n < + a giiltige Formel: 


Da St = = - sin |n}, (14a) 
Ferner ist 
= 1 
ee (14) 


Hierin folgt die letzte Reihe unmittelbar aus der Partialbruchentwicklung fiir die Funktion cotg z. 
Es ist daher im Hinblick auf Gl. (13a): 


cos2An _ 
ie 


—2-Giné+ Giné: De —n- Gin é-sin|y] . (140) 
Werden jetzt fiir die beiden Raumteile (1) und (2) die drei Teilpotentiale der Gln. (7a, b), (8a, b) 
und (13a, b) additiv zusammengesetzt, so erhalt man auf diese Weise fiir die Funktion ®’ in 
Gl. 1 (6a) wegen 6 = c- Gina die Beziehungen: 


fc.) 


. iiedey cle “dass. Pp eee H+ of 2A€é cos 2A 
(1) RE Bae es 2 ’ 
One, 0) = I ata Ging sin In| er H% Sof 2aA+ x, SGin2aA A?—1]4 
(oss a); (15a) 
Bb %,: Sin2zadh cos 2A 
(2)! IES po feels ae ye ” = 
oe'(e. n) = cL a % Woj 240A + x, Sin 2ad ¢ R=aTG (9. = = 90), (15) 


Diese Schreibweise der Losungsgln. (15a, b) 148t sofort erkennen, da8B von ihnen zunachst einmal 
die Differentialgl. 2 (4d) erfiillt wird. Ferner ist mit Riicksicht auf Gl. (14a, b) 
BO"(a, 4) = BO", 0) (16 a) 


fiir jedes 7 aus dem Bereich 0 = 7 < 2a. Damit sind dann aber auch die Ableitungen der beiden 
Potentialfunktionen nach 7 langs der Ellipsenkontur € = « einander gleich. Andererseits ergibt 
sich, wenn man von dem auf beiden Gleichungsseiten gleichlautenden Faktor h = h(E, 7) ab- 
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sieht: 
(eg n) ; 
SGD oy ae ea x, v, B,+ ¢ Go} a: sin |n| 
2 ; = A+ Hy H+ Sin 2aA cos 2A 
i Wess Oc : me Recaro : = 
ab Rae Sina a x oj 20A+ x, Sin2aA A2—1]4’ (16 by) 
AO (E, ws) 2 ~ A+ 2, H+ Gin 20d cos 2A 
ses (ee = a “c+ St * : see, ee. 1 
< 0€ ye oe nee 0, B,-¢ Sina a 4, Coj2zaA+x, Sinzx0lA A2—1/4° (16b,) 
Die daraus resultierende Beziehung 
eae) aDO"(E, n) ds 
ayy . z = hin ios == “Aes f 
“2 ( 0& De. 2 ( 0& )__ =(divi a) =—4"B, a sin |7’| (16b) 


entspricht genau der Gl. 4 (1a). Ebenso leicht 14Bt sich verifizieren, daB die Lésung (15a, b) 
die drei Gleichungen 4 (2a, 26, 2y) erfiillt. 

Nach Gl. 1 (6a) und wegen v x 8 = e,- v, B, bei B, = o ist dann in den Bereichen (1) und (2) 
von Bild 1 wegen b = c- Gina die gesamte Stromdichte i(£, 4) mit = 1,2 durch das Glei- 
chungspaar gegeben: 


iE, 1m) = ey: m0, B, + iE, m) = ey 0, B, ++ mv, By 0 HE, n) 


| are pete : ¥ %- Sin2Ar& A+ cos2An 
fs ( c ei + 2-Gina 9 % Coj 2aA +x, Gin204  A2—1/4 


Kinase ’ = x»+ Cof2ré A-sin2zAn 
aot - Grip eco econ ee eC eet a) er eae ae ea 


a 2620 ye 


* %v, B, b+ 2 h(E, 7) 
RES, x ° Gin 202— pee a) eS A 
% i > %_ Voj 204A + x, Sin 2a0A ¢ A, — 1]4 


4 at : x: Gin 20d aah A-sin2An A 
be > x, Cof2aA+x, Ginzaa © ay (=F =< 00) (7b) 


Nun ist aber in Gl. (17a) im Hinblick auf die Gl. 2 (12a, b) 


Q° %0, By + %° v, By —- h-[- Gof €- sin |y|-q, + a: Sin €- cosy: sgn 7 - qe] 
= 2° %, 0, By, + %° 0, By: [sgn es qu * qi + SBN] * C2 Ge Ae] 
= @°% 0, B,- [1 + sgny] = 0 at 20) 220) 
Mithin gilt an Stelle von Gl. (17a) auch die wesentlich einfachere Darstellung: 


(6, m) = qn UE 0) + 92-0) = 2: m0, BL b- 2HE, 0) 


= %,- Gin 2EA A-cos2An = Hy Wof 2A€ Z-sin217 

{a-] By xz Cof 204+ x, Ginzak | 2 A wos w,Coj2aA+x,Ginzada -—a1/4 | 

(0=F Sa). (174) 
Es ist mithin i, = o fiir 7 = — 2/2 und fiir 7 = o oder —z bei einem § ¥ o. Hingegen wird 
i. =o fiir €=0 und —z=y So. Die Strémungslinien bleiben also jeweils auf den 3. oder 4.Qua- 
dranten der « y-Ebene beschrankt. Ferner ist zwar i.(€, 7) = t¢(§&, —a—m). Dagegen ist 1,(&, 4) = 
—1,(€, —a—vy). Die Strémungslinien verlaufen also auf beiden Seiten der y-Achse in gleicher 
Richtung und liegen zu dieser Achse symmetrisch. Im Punkte (a, 0) oder («, —s) wird nach den 
obigen Gleichungen die Stromdichte unendlich gro8. Darin kommt zum Ausdruck, da8 auch 
im Falle B, 4 o das Maximum der elektrischen Stromdichte in den Punkten ¢’ = a, n = 0, —7 
auftritt. Nattirlich behalt in Wirklichkeit die Stromdichte tiberall eine endliche GréBe. DaB die 
Rechnung hier zu einem unendlich groBen Wert fiir die maximale Stromdichte fiihrt, trotzdem 
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im Strémungsfeld nirgendwo scharfe Kanten auftreten, liegt in der zu weit gehenden Ideali- 
sierung, wonach die Geschwindigkeit v, der Wasserstromung bis an die Nahtlinie zwischen dem 
FluBwasser und dem Erdreich heran einen gleichbleibenden, von o verschiedenen Wert haben 
sollte. In Wirklichkeit ist natiirlich in der Nahtlinie selbst v, = 01. Die resultierende Stromung 
(17a) ist ebenfalls aus einem Potential ableitbar, denn es kann offenbar geschrieben werden 


read 
P(E, n) = -H(E, ) Je (18a) 
a ee (18) 


mit der Erklarungsgleichung 


__ 0, Byb oo HX Gof 2EA cos 2A mes 
me . yy = 18 
nia Ne oF fa! tg Cof 2A + xy: Sin2zad A— 1/4 (02 & Sa) (18) 


fiir die Funktion @(€, 7). Ihr entspricht im Raumteil (2) die Funktion ®(&, 7) von Gl. (15b). 

Eine andere Rechnung, die zu einem tieferen Einblick in die Verteilung der elektrischen 
Strémung verhilft, betrifft die GrdBe des gesamten Stromes, der durch die Abschnitte § = 0---é 
=a und & = a---&=co auf dem Bogen einer beliebigen Hyperbel 7 = 7’ mit —xm=7y <—a/2 
hindurchtritt. Allgemein ist der in Richtung zunehmender Werte von 7 positiv zahlende elektri- 
sche Strom quer zu diesen beiden Bogen: 


LY (OF) et (Esmee, (19a) 


8 


T(x, 00; 9) = J t7(E, m) - dss. (19) 
Nach Gl. (17a) und 17b) berechnet sich fiir die gesamte GréBe dieser beiden Stréme derselbe 
Ausdruck 


co 


A ; ; 1 Hy Ha Gin2aaA _sin 24 |n| 
I(0, 0; n) = Ie, co; n) = —», B,b- > Steen Cee eee (19) 


A4=1 


Zu einer anderen Einsicht fiihrt die Feststellung, daB8 die beiden Funktionen ®")’(&, 7) von 
Gl. (15b) und ®%(, 7) von Gl. (18) fiir € = ao keineswegs tibereinstimmen und auch nicht iiber- 
einzustimmen brauchen: Das ist nur bei den Potentialfunktionen 6” und ©®” von Gl. (15a, b) 
erforderlich. Ebenso bestehen Unterschiede zwischen den Ableitungen dieser beiden Funk- 
tionen. Es ist naémlich: 


: 3)" 1 % cos 2An 
D(x, n) — B2" (a, 7) = eres DO Dimers =—v,B,b: (2 — sin inl). (20a) 
r,) () : Ep” : 
— h(a, 7) - ae (ieee 2 = —v,B,b-h(a,n)+cosyn-sgny (—x=n So), (20b) 
DOVE, n) DEE, n) 
M1? (° BE ee ee eee (20¢) 


Allein die €-Ableitung der beiden Funktionen 6 (€, 7) und ®@(E, y) geht also an der Kontur 
€ = « stetig durch diese Grenzlinie hindurch. Sie wirkt sich fiir das resultierende Stromungsfeld 
wie eine Doppelschicht flachenhafter Elektroden aus. 


Diese Doppelschicht unterhalt die elektrische Strémung auch energetisch. Das wird deutlich 
erkennbar, wenn man die in den Raumteilen (1) und (2) entwickelte Jouresche Warme berechnet. 
Es ist namlich fiir die je Langeneinheit in Richtung e, im Raumteil (1) entstehende Warme unter 


1 Da aber andererseits aus Gl. (17a) sofort zu ersehen ist, das das Unendlichwerden von ig in den Punkten 
&’ = a, ) = 0, —z nur logarithmisch erfolgt, so hat die Stromdichte schon in kurzer Entfernung von diesen 
beiden singularen Punkten wieder endliche Werte erreicht, die wegen ihrer langsamen Anderung eine geniigend 
sichere Beurteilung der wirklich auftretenden GréBe der Stromdichte erlauben. 
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Zuhilfenahme des ersten GREENschen Satzes [6]: 


WY) = 2: fe iM(E, 0) iME, ) - ds. - ds, 


1 


2 | grad B)- grad G’)- ds--ds, = 2%, - ONE, 7) | 


1 


oD 
Ona 


)-as (7, 4uBere Normale) 


— n/2 


206, 1) : eral 
=on-| 2%, -( eo) + (0,9) (PE) | an 


(1) eh 65 (6, ”) 
Se ee hee 


o% 


EG 
~2n- fone —n- (me) 


Von den vier Integralen auf der auBersten rechten Gleichungsseite ist nur das erste Integral auf 
Grund der Gl. (18) wirklich von Null verschieden, so daB man die folgende einfache Beziehung 
erhalt: 


_ |e 


—n/2 


ve ODM (E, n) 
WO 2 a: sh Bo 1) (Ae 3E ) Sei (214) 


Analog ergibt sich fiir die pro Langeneinheit in Richtung e, im Raumteil (2) entwickelte Warme- 
menge: 
—an/2 
VA) = 2 Ye’ | @' Ao, n) (| dy. (21b) 
Im Hinblick auf Gl. (20c) ist also im Fee 
—n/2 
WY) + We) = 2: | [BO (a, n) — D(a, n)] ° x, ° 


——— 7b 


ee - dy (22a) 


und nach dem Einsetzen der bekannten Ausdriicke fiir die in der Klammer stehende Differenz 
und fiir die -Ableitung von ®” in Gl. (18) ergibt sich weiter: 


Ww + we = 
—n/2 
ian ; Ose EEL eee coal : 
= +n, 1%: (v, B,) pa PGieaieeacat ta) le il esearch) 
Nun ist nach bekannten Formeln 
—an/2 
“2 f 1 
i me cos 2AnH+ dyn = Seer (23) 
und damit erhalt man zum SchluB das Ergebnis: 
= A Gin 2aA 
() (ae 2. : 
We) + We) = =, xy: (0, B,d) Dis ti ee 


Da nun nach Gl. (19) auch die GroBe der Stréme selbst bekannt ist, die in der linken oder rechten 
Halfte des Raumteiles (1) infolge der in der Flache € = a gelegenen Elektrodendoppelschicht 
flieBen, so laBt sich auch der totale Widerstand der rdumlichen Strombahn angeben. 

Um den Verlauf der Strémungslinien zu erhalten, miiBte im folgenden Falle die Differential- 
gleichung erster Ordnung 

dy : dE = (ADM(E, 0) /2n) /(ADM(E, ) /28) (25) 

integriert werden, wenn es sich um den Bereich (1) handelt. Im Falle des Bereiches (2) sind in 
Gl. (25) die Ausdriicke fiir i2” und i®” gem&B Gl. (17b) zu verwenden. In beiden Fallen kann die 
Integration hier nur Sitch oder numerisch ausgefiihrt werden. 
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Die Konvergenz der unendlichen Reihen, die die losenden Potentialfunktionen ®(€, 4) und 
)'(E, 7) von Gl. (18) und (15b) definieren, ist fiir die jeweils in Frage kommenden Werte von & 
immer eine absolute und damit auch gleichmaBige. Fiir é=« ist die Giite der Konvergenz am 
schlechtesten. Sie entspricht dann der der Reihe 2(1/A?). Man kann sie aber leicht nach dem 
Verfahren von KUMMER verbessern. Wird etwa 


ele Gin yA cosh gy 
Sy, P39) = Drag ey: Gin ya in (26) 


gesetzt und stellt C(y, py; ) diejenige Reihe dar, die aus Gl. (26) durch den Ersatz von Gin yA im 
Zahler durch €oj yA entsteht, so ist zunachst im Hinblick auf die Gln. (14a, b) 


Cly, 9; ¥) + 9° Sly, 9; 9) =2—m- sin |2| (—n<p<+a). (27) 


Addiert und subtrahiert man aber zu dem ersten Bruch unter dem Summenzeichen von Gl. (26) 
die Einheit, so gelangt man nach kurzer Rechnung im Hinblick auf die Gl. (14a) zu der neuen 
Reihe: 


fe) Ps hag 


z—n-sin 2) eae ear 


le a 

v yt4 1 
Die hierin rechts auftretende Reihe ist fiir die numerische Berechnung der Funktion (26) schon 
erheblich bequemer. 


cos Ap 
BS 14 


1 
OP?) aes (28) 


Pope 


Nachtrag vom 30. 4. 1958 


Eine noch wirkungsvollere Moéglichkeit, sich im Falle von -Werten in der Nahe von a zu 
helfen, besteht in der folgenden Behandlungsweise. Werden die drei Funktionen 


<7 si (Aq) 7 cos (7c) 
HB.) = Di5—ip @"*  (298) HA, )= Dips Gb) 
A=1 A=1 


Sin ya 1 A 
ae 25 
A= (ge a =) ‘ A? — 1/4 ( 


p=2n, B=2(§—a«) > 0, y=2a) (29¢) 


eingefiihrt und wird tiberdies in Gl. (25), wenn es sich etwa um den 4uBeren Bereich (2) handelt 
und also auf der rechten Seite von (25) die Ausdriicke i!” und i?’ von GI. (17b) stehen, der Zahler 
auf der rechten Seite mit Z und der Nenner mit N bezeichnet, so gelangt man nach einigen ein- 
fachen Umformungen fiir Z und N zu den beiden Darstellungen: 


Z x . 
n= Sai 8) +t + one fa 
ae a ee -e.sing - ie 1 | : (30) 


Andererseits ist aber nach den Ergebnissen der Arbeit [8] des Verfassers z. B. die Funktion H, 
auch in der Form darstellbar: 


el? . H.(B,y) = arctg (*) - sin (2 r £) sin n(Eee 
= > flee : RLF. sin(? — 2v - arctg (2) (29) «(1 — 21-7”) 


(0 <P +g <2, 0 <arctg a a = (31) 


~ 2 


Handelt es sich links um die Funktion (2g9b), so ist in Gl. (31) rechts die Funktion sin durch cos 
zu ersetzen. Das Zeichen ¢(2 v) in Gl. (31) bedeutet die RrEMANNsche Zetafunktion. Sie ist in 
ausreichendem Umfang in der Arbeit [10] vertafelt. 
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Im Falle des Bereichs (1) sind Z und N die erste und zweite Klammer in Gl. (17a). Dann laBt 
sich auch jetzt schreiben: 


Gof (24 €) _ Cof (24 &) - er(a—8)A 


¢ 7 Sia ha pm 2(x—$)eA ne 
oj (yA) + v - Gin (yA) ~— WojyAtyv-GSinya e (Oo<a &) 


Es strebt somit auch in diesem Falle der erste Faktor fiir A > oo gegen den Grenzwert 1/(1 + 7). 
In Gl. (3) ist aber nun der Faktor 
Cof (2 EA) « e2(a—S)+4 gee! 
A CofyAt+yv-GinydA -v41° 


Die weitere Behandlung kann wie oben beschrieben vor sich gehen. 


5. SchluBbemerkungen 


Eingangs wurde bereits erwahnt, daB, wenn es sich allein um den Fall B, =o, B, #0 handelte, 
die Aufgabe nach der einfachen Methode der partikularen Lésungen hatte angepackt werden 
k6nnen, denn auf Grund der Gln. 2 (1a, b) macht es keine Miihe, im vorliegenden Falle partikulare 
Lésungen der Differentialgl. 2 (4d) in der bekannten Produktform anzusetzen. In dem wesentlich 
schwierigeren Falle B, 4 0, By = 0, der hier nach der Methode der GREENschen Funktion be- 
handelt wurde, lieBe sich auch noch daran denken, die Lésung durch konforme Abbildung herzu- 
stellen. Dazu bietet sich geradezu von selbst die Abbildungsfunktion 2 (1) an, die das Innere und 
AuBere der Ellipse konform auf einen Parallelstreifen der komplexen x + 7 y-Ebene tiberfiihrt. 
Der ungehinderten Anwendung dieses Verfahrens steht hier jedoch zunachst der Umstand ent- 
gegen, daB der abzubildende Bereich physikalisch nicht homogen ist. Die dadurch entstehende 
Schwierigkeit 14Bt sich aber beheben. 

In dieser Frage wird auch noch auf die Arbeit [9] verwiesen. Das Problem wird darin von 
einem allgemeineren Standpunkt aus erértert. Auf den vorliegenden ahnlichen wird aber dieses 
Verfahren nicht angewandt. 
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Der stationare Temperaturverlauf bei direkter Leiterkthlung 


Von 
H. Wex, Rheydt (Rheinland) 
Mit 12 Textabbildungen 
(Eingegangen am 21. Mdrz 1958) 


Unter direkter Leiterkiihlung versteht man die Warmeabfuhr von stromfiihrenden Leitern an das Kiuhlmittel 
bei weitgehender Vermeidung von Warmewiderstanden durch feste Kérper zwischen dem Leiter und dem Kihl- 
mittel. Bei elektrischen Generatoren ist die Hochspannungsisolation ein besonders groBer Warmewiderstand 
und sofern die Stromwarme iiber das Eisen abgefiihrt wird, bedeutet auch dies einen zusatzlichen Widerstand 
fiir den Warmeflu8. Die Ausschaltung von Warmebarrieren durch feste Korper bei direkter Leiterkiihlung er- 
mdéglicht die Abfuhr erhéhter Warmestromdichten im Vergleich zur Kiihlung in herk6mmlicher Art und Weise. 
Bei direkter Leiterkiihlung vereinfacht sich die Berechnung der Temperaturverteilung insofern, als die Warme- 
abgabe nur tiber wenige Kérper an das Kiihlmittel erfolgt. In fast allen Fallen kann der Warmedurchgang 
durch die Hochspannungsisolation der Standerwicklung gegeniiber dem Warmeflu8 an das in gutem Warme- 
kontakt mit dem Leiter stehende Kiihlmittel vernachlassigt werden. 

Im Laufer, wo der durch die Nutisolation gebildete Warmewiderstand wesentlich kleiner ist, kann der 
Warmestrom iiber den Ballen an die Lauferoberflache eine gewisse Bedeutung erlangen, insbesondere wenn die 
Kihlung im Spalt der Maschine intensiv ist. 

Bei direkter Leiterkiihlung geniigt zur Berechnung des Temperaturverlaufs im allgemeinen neben der 
Kenntnis der Strémung des Kiihlmittels, dessen Warmekapazitat, die Warmeabgabezahl und die Randbedin- 
gungen. Auf dem Anwendungsgebiet der elektrischen GroBgeneratoren wird das Kiithlmittel sowohl bei Gas- 
wie auch bei Fliissigkeitskiihlung in einer erzwungenen Strémung gefiihrt. Uber die Bestimmung des Reibungs- 
koeffizienten fiir den bei Gaskithlung auftretenden Stro6mungswiderstand bei direkt gekiihlten Maschinen legen 
Veréffentlichungen vor [2], die in guter Ubereinstimmung mit den schon friiher fiir die Rohrstro6mung gewonne- 
nen Werten sind. So kann also bei gegebener Druckdifferenz an den Enden der Kanale die Str6mungsgeschwin- 
digkeit des Kiihlmittels berechnet werden. Die Warmeabgabezahl ermittelt man bei gegebenen Kanalabmessun- 
gen und bekannter Str6mungsgeschwindigkeit nach den NussELtschen Potenzformeln geniigend genau. 

Mit diesen Grundlagen ist es méglich, den Temperaturverlauf in Leiter und Kiihlmittel zu bestimmen. Die 
vorliegende Arbeit behandelt folgende Aufgaben: 


Ubersicht. Herleitung der allgemeinen Lésung fiir den Temperaturverlauf bei Kiihlung durch einen 
Kiuhlstrom und konstanten Verlusten im Leiter; a) Kihlung des Leiters in einem Abschnitt oder in mehreren 
Abschnitten und entgegengesetzten Kiihlstr6men. b) Kiihlung in mehreren Abschnitten, Kiihlstréme gleich 
gerichtet — 2. Beriicksichtigung der linearen Abhangigkeit der Verluste von der Leitertemperatur — 3. Der 
EinfluB zusatzlicher Warmeabgabe bei direkter Leiterktihlung (direkte und indirekte Kiihlung des Leiters) — 
4. Kihlung durch zwei Kiihlstréme gleicher Richtung, aber verschiedener Geschwindigkeit (Parallelstrémung) 
— 5. Kihlung durch zwei Kiihlstréme entgegengesetzter Richtung, aber gleicher Geschwindigkeit (Anti- 
parallelstromung). 


1. Herleitung der allgemeinen Lésung fiir den Temperaturverlauf bei Kiihlung durch 
einen Kiihlstrom und konstanten Verlusten im Leiter 


Entstehen in der Volumeneinheit eines Leiters die Verluste g, so wird das Gleichgewicht der 
Warmestrémung durch folgende Beziehung dargestellt : 


div i) —g = 0; (1,1) 
Dabei stellt ty den Vektor der Warmestromdichte dar. # ist das Zeichen fiir die Leitertemperatur 
und # steht fiir die Kithlmitteltemperatur, A die Warmeleitfahigkeit des Leiters in Langsrichtung, 
F’, den Leiterquerschnitt, U, den gekiihlten Leiterumfang und a die Warmeabgabezahl (evtl. mit 
Einschlu8 eines Warmedurchgangswiderstandes durch feste Kérper). 
Bei Vernachlassigung des Temperaturgefalles senkrecht zur Langsrichtung des Leiters ist 


t ad a Ux 
div yw = —A Fry Fy, 


(2 — dp) , (1,2) 


wobei x die Langskoordinate des gestreckt gedachten Leiters bezeichnet (s. Bild 1). 
Deutet man Ableitungen nach x durch gestrichene GréBen an und versteht unter g zunachst 
eine von x unabhangige GréBe, so lautet die Differentialgleichung der Leitertemperatur 


a UK 


” q 
(Olea ee (1,3) 
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Die Differentialgleichung des Kiihlstromes leitet man aus der Betrachtung des Warmegleich- 
gewichts im Kiihlmittel ab. Auf der Lange dx der Leiterkiihlflache wird dem Kiihlmittel die 
Warmemenge 


dQ =a Ux (8 — J) dx (1,4) 
zugefihrt. Sie verursacht eine Temperaturerhéhung d#%, des Kiihlmittels, die sich berechnet aus 
dQ =cyy-v-Fy- dd. (1,5) 


Dabei ist c,y die spezifische Warme des Kiihlmittels bei konstantem Druck bezogen auf die 
Volumeneinheit und eine mittlere Kiihlmitteltemperatur. F, ist der Kanalquerschnitt und v 
bedeutet die itber die gesamte Kanallange konstant vorausgesetzte KiihImittelgeschwindigkeit. 
Durch Gegentiberstellung der Gl. (1,5) und (1,4) erhalt man die Differentialgleichung der Kithl- 
mittelerwarmung 
aUK 


0 Cpyv Fr Yo) == 0'3 (1,6) 


ES 0°00: a Ee 
ae. \OIOIOis 


Bild 1. Lage des Koordinatensystems bei direkter Kiihlung der Standerwicklung. 


Zur Lésung der beiden simultanen Differentialgleichungen (1,3) und (1,6) ktirzt man zweck- 
maBig ab 


F F 
ae aly und Chyu a ap (1,7) 
Die Substitution 
y= t—%7, (1,8) 
fiihrt mit Verwendung von (1,6) auf 
8 =F (1,9) 
und schlieBlich auf die Differentialgleichung fiir y 
” One, o q 
y SRP STi aie OG (1,10) 
Der Ansatz 
y = eb (1530) 


zur Lésung der verkiirzten Differentialgleichung (1,10) ergibt die charakteristische Gleichung zur 
Bestimmung von f 


a a 
a ee nace (1,12) 
Die Wurzeln von Gl. (1,12) ergeben sich zu 
: o QV @ 
pa = 2p = V5) aie (1,13) 


Mit dem partikularem Integral y, = b g/a schreibt man die allgemeine Lésung von Gl. (1,10) 
demnach in der Form 


b 
y= 2 + Cy eh* + Cy eh. (1,14) 
Die Kithlmittelerwarmung ergbit sich mit Gl. (1,9), (1,14) und noch unbestimmten Integrations- 
konstanten zu 


ef * | (1,15) 


bq a i a 
oe Co x 4 ing Coa eR 


SchlieBlich wird die Leitertemperatur mit Hilfe von Gl. (1,8) und den Gln. (1,14) und (1,15) 


b b a é a - 
Gat pet G(r tele tes +55 Jer. (1,16) 
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Wie sich noch herausstellen wird, ist der Einflu8 der e-Funktionen um so unbedeutender, je 
langer die Kiihlabschnitte sind. In vielen Fallen der Anwendung der direkten Leiterkiihlung 
handelt es sich um Kithlabschnitte, deren Lange mehrere Meter betragtund somit relativ groB ist. 
Fiir lange Abschnitte laBt sich durch Einfithrung einer Naherung fiir die Wurzelwerte der Gl. (1,13) 
eine Vereinfachung der Temperaturgleichungen erzielen. 

Bei direkter Leiterkithhing ist meist die Voraussetzung erfiillt 


Ab 
es (17) 


so da8 man (1,13) annahern kann durch 


ote AE az i + B : (1,13) 


Nun kénnen die fiir die Anpassung der Gleichungen meist handlicheren Hyperbelfunktionen 
eingefiihrt werden. Es ergibt sich 


ie: bq Coj B x Gin Bp x 
De = Ce | p x -j U Cy Cof B x, | UUs, Cin Bx,’ (1,18) 
Sin px Goi B 


b b 
B= C+ tart (Ci Igbm+vC,) 


a 


x 
as ‘ meal aS 
Gin Bx, a (C2 Ctg B 4 =e v C,) Cof B x, (1,19) 
wobei zur Abkiirzung v = o/p f eingefiihrt wurde. 
Als Beispiel soll nun die Anpassung der allgemeinen Léung fiir einige praktisch interessante 
Falle vorgenommen werden. 


a) Kiihlung in einem Abschnitt, oder in mehreren Abschnitten mit entgegen- 
gesetzt gerichteten Kihlstromen 


Die im Folgenden fiir die Randbedingungen gemachten Annahmen gelten sowohl fiir den in 
Bild 1, als auch fiir den in Bild 2 dargestellten Verlauf der Kihlstrémung. 
Die Annahmen schlieBen also die von 
he den meisten Herstellern gewahlte Kihl- 
stromfiihrung zur Kithlung der Stander- 
wicklung (in einem Abschnitt) und die 
haufig angewendete Lauferwicklungs- 
kithlung in zwei Abschnitten, mit Gasaustritt in der Ballenmitte, ein. AuBerdem wird auch die 
von der General Electric Company zur Kihlung der Lauferwicklung bei GroBgeneratoren ver- 
wendete Gap-Pickup Cooling wenigstens fiir den innerhalb des Ballens liegenden Teil der Wicklung 
im Prinzip erfa8t. (Man kann sich die hierbei vorhandene Kihlstromfiihrung durch Aneinander- 
reihung von Kiihlabschnitten nach Bild 2 aufgebaut denken). Eine genaue Analyse auf der Basis 
der Differenzenrechnung und unter Beriicksichtigung mehrerer zusatzlicher Einfliisse findet man 
in [3]. Die dort ausgefiihrte Rechnung dient als Grundlage zur Weiterverarbeitung in digitalen 
Rechenmaschinen. 
Denkt man sich zur Anwendung der genauen Gleichungen den Anfangspunkt des Koordi- 
natensystems am Eintritt der Ktthlstromung liegend, so darf man mit / der gesamten Leiterlange 
die Randbedingungen wie folgt formulieren: 


=, Og Ly| Ly at 1) — 2 


Bild 2, Haufig vorkommende Kihlstromfiihrung fiir die Lauferwicklung. 


X% =O: DR =auOle ten 
eae oo =O. (1,20) 
Hieraus findet man die Integrationskonstanten 
Coe, C0 
bq 1— ef! bq efi !— 4 
a P By (a +,) (eh! —ehal) ’ Cy P By (1 + 0,) (ef! — ee!) 
ae 2 (124) 
o 0. 
Vs rB, und Vp 


ak 
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Die Gleichungen fiir den Temperaturverlauf in Kiihlmittel und Leiter lauten 


2 bg x Vy 1 — er! je vs efi? — 4 oy 
%= 5 1 BiG +0) (el —emd © |) Merearerena ae Tepr a dT ie Oh 
bq P x 1 1 — ef:! ay oe 
La 2 i\2 oF q aed! (1 + v,) (e#:!— eP 2!) le + at (e ro~ 1)) (1,22) 


1 efi? — 4 
Ba % — ef: * : 
Ba 1 (1 + 09) (es! — ebsl) le atc i} 
Eine einfache Kontrolle der Richtigkeit der Gln. (1,22) kann z. B. dadurch vorgenommen werden, 
da8 man %,(/) bestimmt. Fiir die gemachten Voraussetzungen muB an dieser Stelle die gesamte 
im Leiter entstehende Warme vom Kiihlmittel aufgenommen sein, so daB sich ergibt 
b1lq 


=> (1,23) 


was nach Gl. (1,22) auch erfiillt wird. 

Wahrend die Gln. (1,22) auch dafiir geeignet sind, den Temperaturverlauf verhdltnis- 
maBig kurzer Kiihlabschnitte genau zu beschreiben, geniigen bei langeren Abschnitten, d. h. mit 
zuriicktretendem Einflu8 der e-Funktionen die angepaBten Naherungsgleichungen (1,18) und 
(1,19). Mit dem Nullpunkt des Koordinatensystems in der Mitte des Kiihlabschnittes lauten die 
Randbedingungen 

Sages lee Eyes eon 
iN PO. 
Hieraus errechnet man folgende Integrationskonstanten, wenn man fiir Bx, > 3, Gtgf x, 
= 20 6 x, © 1 setzt. 


bq Digan) bq 1 ee ee 
Dae spiae 1 pp 8 ep (1,25) 
Die angepaBten Naherungslésungen lauten: 
9 bq 1 twee: v v (ere one e) 
OT ep ea (1 Z| " 2Bx,1—v 264%, (1—v?) \ Gof Bx, ° Sin B x, : ao 
— bq b 1 i 1 Ginpe 
p= *hen, | * ! (1 +2) 2p x, Sagat 
Um den durch die Anwendung der Naherung (1,13a) begange- 
nen Fehler in den Gln. (1,26) zu bestimmen, kann man z. B. y 
den Wert von %(x,) mit dem Sollwert nach Gl. (1,23) ver- 
gleichen. Man findet dann einen relativen Fehlbetrag % 
v2 
eT (1,27) 
b 
Nach Voraussetzung war § x, > 3 und v? = a <1. 2) a0) 1 
Im Rahmen der gemachten Annahmen wird der Betrag _ i is pe 
von (1,27) kaum mehr als 1% betragen. Pe orn eae es teen al 


Wie die erste der Gleichungen (Gl. (1,26)] zeigt, wirkt 

sich dort der durch die Hyperbelfunktionen bedingte Anteil nur sehr schwach aus. Man darf 

naherungsweise schreiben 
bq v4 

Ho ~ pe ( +=}. : (1,28) 

Zusammen mit der zweiten Gleichung [Gl. (1,26)] halt diese Gleichung fiir den angenaherten 

Temperaturverlauf in Leiter und Kiihlmittel sowohl die angefiihrte Warmebilanz, als auch die 

Randbedingungen ein. Bild 3 zeigt einen Temperaturverlauf von Leiter und KihlImittel fiir 

3 aa, aliens 30 tel Os 


3* 
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b) Kiithlung in mehreren Abschnitten, Kithlstrome gleichgerichtet 
Es ist denkbar, die Kihlstromfiihrung wie in Bild 4 zu wahlen. Auch fiir diese Anordnung 
bringt die Anwendung der angenaherten Gleichungen eine Vereinfachung. 
Die Randbedingungen sind wie folgt zu stellen: 
ae a ee O) = 0, 
$= %,—%: Om) =O —%), Olu) =F (—%). 
Ausgehend von den allgemeinen Lésungen der Gln. (1,18) und (1,19) folgen daraus die Integrations- 
konstanten 


(1,29) 


bq v bq, a bg %y one 
q=44(.4+). Ore ee Cee peas (1,30) 
Die angepaBten Gleichungen fiir den Temperaturverlauf lauten: | 
bq2%,{1 Raa a v vv Cole? cea ve Sm Bx 
Dy eee =e | = 7G) 24—04) Golpx, ' 20—A Sing, 
) (1,31) 
b gi2 ay { Pe v 1 “| 1 aaeat 
Ue p fe atta) Pale ! ae 2 Gin Bx, 


Hierbei wurde wieder f x, so groB vorausgesetzt, daB Ctg B x ~ Ig B x, Y 1 angenommen werden 
kann. 
Der relative Fehler in # an der Stelle x = x, wird nun nS 


: \ 
v 


(1,32) 


1— v2 


und ist, sofern 6 x, > 3 ist, unabhangig von der Lange 
des Kiihlabschnittes. 


=A 0 4 
-D, 02 LZ, -— 
Bild 4. Mehrere hintereinander angeordnete Kiihlstrecken, gleichgerichtete Bild 5. Temperaturverlauf bei mehreren hinter- 
Kihlstrome. einander geschalteten Kiihlstrecken. 


GréBenmaBig wird die Ungenauigkeit in der Regel 1% nicht iibersteigen. Bild 5 zeigt den 


a Xx. 1 
LoS 4, p = 15 me 

v = 0,075. Die Berechnung der Lauferwicklungstemperatur nach den angegebenen Gleichungen 

schlieBt wie erwahnt die Vernachlassigung des iiber die Nutisolation an das Laufereisen tiber- 


tretenden Warmestroms ein. Uber die Beriicksichtigung der zusiatzlichen Warmeabgabe bei 
direkt gekiihlten Leitern gibt Abschn. 3 AufschluB. 


Verlauf von #(x) und @(x) fiir einen Leiterabschnitt unter der Annahme : 


2. Beriicksichtigung der linearen Abhangigkeit der Verluste von der Leitertemperatur! 


Die Stromwarmeverluste in den Leitern sind in dem hier interessierenden Bereich linear von 
der Temperatur des Leiters abhangig. Setzt man wie iiblich g = gq (1 + y #), mit y dem Tempe- 
raturkoeffizienten, so nehmen die Differentialgleichungen folgende Form an: 


” & q ' a 
o ae Py) Poe -y #) =0, Oy OO (24) 
Wieder fiihrt die Substitution y = # — # auf eine einzige Differentialgleichung fiir y 


o / Oo YI % 


se) ay kt ae We 


1 In [4] wird von I. Hak eine ausfiihrliche Rechnung zu diesem Problem veréffentlicht. Der Vergleich 
zwischen den Ergebnissen der Rechnung mit Beriicksichtigung der temperaturabhangigen Verluste und vom 
Mittelwert der Erwarmung her geschatzten (von der 6rtlichen Erwarmung unabhangigen) Verlusten wird 
nicht gebracht. 


‘f 


mrt 


ydx +2 =o. (2,2) 
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Nach nochmaliger Differentiation nach x ergibt sich 


tit O vr o / Wy q O 
Te) ear eas Vo (2,3) 
b 
wobei m = ae ist. 
Den Gln. (2,2) und (2,3) ist die Form der Lésung fiir y zu entnehmen 
q b Z Bx j 

Vee ee (2,4) 

Aus der charakteristischen Gleichung 

Sol aaa te tee UN aee 

P+ 5 p— Fa —m)p+ eso, (2,5) 


lassen sich folgende Naherungswerte fiir die Wurzeln angeben, wenn man voraussetzt, daB 
m <1 ist 


je ~ Ve Bs ~ 


Wie aus Gl. (2,6) ersichtlich ist, beschreiben 
die Wurzeln 6, das Verhalten der Temperatur- 
funktionen an den Randern der Kiihlabschnitte, 
wahrend 3 als Folge der linearen Abhangigkeit 
der Verluste von der Temperatur neu auftritt. 

Um den Einflu8 von £, deutlich genug her- 
vorzuheben, soll fiir die folgende Rechnung von 
der Beriicksichtigung der Randerscheinungen 
abgesehen werden. Man hat also auszugehen von 
der Losung 


cae (2,6) 


qo® 
a (1—m 


v= a A, ef* (2,3) 


und berechnet dann mit Hilfe der zweiten 
Gl. (2,1) die allgemeine Lésung fiir die Kihl- 
mitteltemperatur 0 o— LyeT5M 


= a ee ee 


a 
p Bs Bild 6. Kurve a, Temperaturverlauf bei erwarmungsabhangigen 
: : : : T t lauf bei a bhangi 
Die Lage des Koordinatensystems zum Leiter Verlusten. Kurve }, ease sae erwarmungsunabhangigen 
zeigt Bild 6. 


Zur Bestimmung der Integrationskonstanten der Losungen dienen die Randbedingungen: 


A,e’*, (2,7) 


ee car y*4 


q 
(1—m 


x=0: J) = 0, 
ma (2,8) 
KH! 9(%) -PU=Frafiatyd) de. 
Hieraus berechnet man 
a m Io 0 #, 
Co ange 8 LS oe part 2p (2,9) 


Die Gleichungen fiir den Temperaturverlauf in Leiter und Kiihlmittel erhalten schlieBlich die 
Form 
Job #, p Bs *, x efs ¥— 1 Jo b #4 x pe ‘ 

ee, a) (e(1 + 2 Riana pRSz es ‘ OO ea) a ae ale ae) 
Wie zu erwarten war, bedingen die mit der Temperatur zunehmenden Verluste einen starkeren 
als linearen Temperaturanstieg in Leiter und Kiihlmittel. Es ist auch einleuchtend, daB der 
zusatzliche Anstieg um so gréBer ist, je starker der durch die Kiihlmittelerwarmung bedingte 
Temperaturanteil ins Gewicht fallt. Fiir die im Generatorenbau vorkommenden Konstruktionen 
ist jedoch B, x, meist kleiner als 1, so daB die Abweichung vom linearen Temperaturanstieg nicht 
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groB ist. Bild 6, Kurve a, zeigt z. B. den Temperaturverlauf nach Gl. (2,10) fiir die Annahmen 


GM 0 #4 % a x, 
Pas SO XC. " 

Zum Vergleich ist in Bild 6 mit Kurve b der Temperaturverlauf eingetragen, den man nach 

Gl. (1a, 6) (ohne Beriicksichtigung der Randerscheinungen) mit den der mittleren Leitertempera- 

tur entsprechenden Verlusten berechnet. Es zeigt sich, daB sich die Kurven a und 6 selbst im 

Falle des verhaltnismaBig starken Temperaturanstieges von etwa 105° C recht gut decken. Fiir 

die meisten Falle der Temperaturberechnung wird die Annahme konstanter (von der Erwarmung 

unabhiangiger Verluste), deren GroBe fiir den geschatzten Mittelwert der Leitertemperatur be- 
stimmt wird, genau genug sein. 


ee BX 0,354 m = 0,08. 


3. Der EinfiuB zusatzlicher Warmeabgabe bei direkter Leiterkihlung 
(direkte und indirekte Kihlung) 


In manchen Fallen ist es notwendig, den EinfluB einer zusatzlich zur Warmeabgabe an das 
unmittelbar kiithlende Medium vorhandenen Kiihlung iiber feste Kérper zu ermitteln, oder abzu- 
schatzen. So kann z. B. bei Verwendung von verhaltnismaBig diinnen Nutisolationen auch 
bei direkt gekiihlten Lauferwicklungen und guter Kithlung der Ballenoberflache die Warme- 
abgabe tiber das Laufereisen ins Gewicht fallen. 

In der folgenden Rechnung wird eine Warmeabgabe an ein Kihlmittel mit konstanter 
Temperatur 3}, angenommen. Beim Beispiel der Lauferwicklung wiirde #, der Gastemperatur im 
Spalt entsprechen. Die Warmeabgabe am Leiter erfolgt iiber den Leiterumfang U,. Die Warme- 
widerstande werden in bekannter Weise in einer Warmedurchgangszahl «, zusammengefaBt. Fiir 
die GréBen der direkten Kiihlung kennzeichnen die Indizes o. 

Das Warmegleichgewicht in Leiter und Kiihlmittel wird durch folgendes Differentialglei- 
chungssystem dargestellt : 


a My U. a, U q ; a 
3b | (OO) a OP a, a5 (9 — %) =0. (3,1) 
Die Substitution y = @ — %, fiihrt auf 
vy % 1 ae Xo cee On) q Oy , 
y a pee Ab, (1 +h) y Po Ab, [va ia TA o,=0, (3,2) 
oder nach nochmaliger Differentiation nach x auf 
wth Oy Ry “oO Pie Xo, (Oy ees 


S a, U Pie i 
Als Abkiirzung wurde h = a u,’ b =— und b, = a eingefiihrt. 


Gl. (3,2) entnimmt man das partikulare Integral 


+21 6 
ec bo aeee 
yp = Oy a5 jp : (3,4) 


Die Lésung von Gl. (3,3) besteht wieder aus e-Funktionen der Art e**. Der zugehérigen charak- 
teristischen Gleichung entstammen die Wurzeln (3,5) und (3,6), deren Werte Naherungen unter 


der Voraussetzung ee sind. 
0 0 


as Fs. eh ta . (3.5) 


B..,; 


22 
Le 
a 
etd 
+ 
=. 
I 
os 
DO 
S 
= 
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Die allgemeinen Lésungen haben den Aufbau 


Gin B x Coj B x 
— By % aa ee SA lise s 
Oe Ueno © ree ge Om ha 
a Oo Xo a Xo Co} B x Gin B OG ] (3,7) 
HS 2 a a ace i eae) 


Sieht man, um bei einfachen Verhaltnissen zu bleiben, von der Erérterung der Randerscheinungen 
ab (setzt man also C, = C3 = 0), so lassen sich iiber die Randbedingungen die Konstanten an- 
passen. Die Randbedingungen lauten in Ubereinstimmung mit der im vorigen Abschnitt ange- 
nommenen Lage des Nullpunktes: 


a= Or Ve = O01: 
8 
Daraus bestimmt man On oe Coa oy 
0 
b) x= %: Do(%1) + by Uy + o Uy f (8 — 3,) dx = q F, 47. 
. (3.9) 
4% * : 
Es folgt C= A oh = 


wobei zur weiteren Vereinfachung auch noch #, = o gesetzt wurde, das heiBt #, entspricht der 
Kuhlmitteltemperatur am Eintritt des Kiithlkanals. Die Temperaturen von Kiihlmittel und 
Leiter sind dann | 


qo x, a a 1 Oe 
Oe - I (1 — e*)/, 


ay 2 
9 qoa 1 Po i 4 By x = h By * (3,10) 
TL eer eT Ge ee eT 
Der Mittelwert der Leitertemperatur aus Gl. (3,10) ist 
qb x, —_ # = By % 
Vig oe Po 2dah er ate h) [2 h fe (1 € )] . (3,11) 


Bezieht man den Wert (3,11) auf den Mittelwert der Leitertemperatur bei ausschlieBlicher 
direkter Kiithlung 


qbx,|1 1 
Un 7 ee 
so ergibt sich 
Os, 2h +1—eirs 
mo (2+ 4) b+) (3,12) 


Xy %y 


In den Gln. (3,11) und (3,12) bedeutet die Abkiirzung d = 
p 
Verwendung dieses Zeichens 


. Der Exponent von e wird mit 
0) 


h 
Boe tom dea (3,13) 
Fiir kleine Werte von f x, kann die e-Funktion in Gl. (3,12) durch die ersten Glieder der Reihe 
angenahert werden. Bricht man die Reihenentwicklung nach dem quadratischen Gliede ab, was 
fiir die hier angestrebte Genauigkeit bei | 8 x, | < 0,5 zulassig ist, so wird aus Gl. (3,12) 


oe d =) 
On 2(1+ A) -4 ( eer: 


Ono - (2 + a) (1 +h)? a |B Xy Ze (OW5) c (3,14) 
Die Wirksamkeit zusatzlicher Warmeabgabe zur reinen Leiterkithlung veranschaulicht Bild 7, 
U 


das Werte aus Gl. (3,12) in Abhangigkeit von h =“! “1 mit d =“°" als Hilfsveranderliche 
wiedergibt. aa Po 
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4, Kiihlung durch zwei Kihlstréme gleicher Richtung, aber verschiedener Geschwindigkeit 
(Parallelstromung) 

In den vorhergehenden Abschnitten wurde vorausgesetzt, daB die im Leiter entstehenden 
Verluste an einen einzigen Kiihlkanal abgefiihrt werden. Die Ergebnisse der Rechnung lassen 
sich aber auch auf den Fall mehrerer paralleler Kanale mit gleichen Stromungsgeschwindigkeiten 
iibertragen. Gleiche Str6mungsgeschwindigkeiten in den Kithlkanalen wird man dann erwarten 
diirfen, wenn bei gleichen Eintrittswiderstanden, gleichen hydraulischen Radien und gleichen 
Wandrauhigkeiten alle Kiihlkanalenden an demselben Druckgefalle legen. 

Die folgenden Erérterungen geben Auf- 
schluB iiber den Temperaturverlauf bei 
Kiithlung des Leiters durch zwei Kihlstrome 
mit verschiedenen Geschwindigkeiten. Zur 


1,0 


08 


| 06 Z=9, 15 Vereinfachung der Rechnung wird wieder 
fle : von konstanten Verlusten des Leiters aus- 
04 2 gegangen. 
5 
2 u—> v 


ay eee 
LLL LMA GUNS, 


VLLLL. MLL UII. 


0 0,2 0,4 0,6 08 4,0 ia 414 16 0% v; 
h— 
Bild 7. Direkte und indirekte Warmeabgabe im Verhaltnis zur reinen Bild 8. Lage des Koordinatensystems und 
direkten Kthlung. Bezeichnungen. 


Die Lage des Koordinatensystems und die Bezeichnungen gehen aus Bild 8 hervor. 
Der Temperaturverlauf im Leiter und in den beiden Kiihlstrémen wird nun durch drei ge- 
koppelte Differentialgleichungen beschrieben 


” o m q 
a Be asl Io) a0, (8 Ui) =O 
8, —2 (0-8) =0, (4,1) 
0 


a 
9, —F (0%) = 0 


Ee Looe Fx Fr, 


Ciesla ae Po = “po Yo nae Pi Cos V1 1 ae Gee (4,2) 
Dem Differentialgleichungssystem (4,1) geniigt der Lésungsansatz 
Des Ayo aaa elm AN eo. s 
o =Botbx+t > Be’, (4,3) 
Op == Cy ena Ce ae 
Ein Koeffizientenvergleich gibt bei Verwendung des Lésungsansatzes in Gl. (4,1): 
q % 1 Po p 
= oye, = Po 1 Ph’ Eg) the ee eee (4,4) 
Po Uy 
SchlieBlich ist durch die e-Funktionen die Einhaltung folgender Gleichungen geboten 
(09 Oo 
AA Tse (A re ee) =O 
Bp (dee: 
Y Po ( B) =, (4,5) 


a 
va ah GC) 
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Fiir noch festzulegende Werte der Konstanten A, B und C kann Gl. (4,5) bestehen, wenn folgende 
Determinante verschwindet: 


a a a a 
ap —(# 4 0 wi 
by 2 b, by Uae | 
Xo X 
a, Kea ef ) = 0, (4,6) 
pape oy 
rs O if ae he 


Dies ist gleichbedeutend mit der Einhaltung der Gleichung 


A+tAm,trm, +rm, + m=o, 


mit 
be See 
ie Penh e 
yen ies (2 ie =) 4,7) 
Fe NR es tale 
Protertt Hy (bo Py + by Po) 
- A bo Po by Pi 


Da my = 0 ist, kann Gl. (4,7) auf eine Gleichung dritten Grades reduziert werden. 


Fiir die Belange der direkten Leiterkiihlung lassen sich die drei reellen Wurzeln von Gl. (4,7) 
annahern. 


nx, 1, %—-—+tV)V-—m,. (4,8) 
Einsetzen der Abkiirzungen aus Gl. (4,7) fiihrt auf 


~ %0 %1 (bo Pr + 2; Po) ma —i(? =) 2 (= ay Og Xy 1 (52 =| 
1 Po Py (Hp by + Oy bg) ” 723 © 2 Po Py = 4 pas Py Ls A \ by r by] (4,8a) 


Man erkennt, daB die Wurzeln 7,, das Verhalten der Temperaturfunktionen an den Randern der 
Kiihlabschnitte beschreiben, wahrend 7, offensichtlich bei unsymmetrischer Kiihlung hervortritt. 


Y 


Im Sonderfall «, = 0, d. h. Kithlung in einem einzigen Kanal wird 


> a Xo / Oo Sar e 
ar aces 1213 Ta by = ee eae (4,8b) 


v,,, nimmt also den bereits bekannten Wert aus Gl. (1,13) an. In allen Fallen ist |v, ,| > |7,]. 


Sieht man wieder von der Beschreibung der Randerscheinungen ab, so darf man sich auf die 
Anpassung des folgenden Gleichungssystems beschranken 


P= Apt a,%-4+-A,e**, %=—=6 +a,%4+B,e", = Q+4%4+6,e%. (49) 


Neben den beiden Gl. (4,4) bieten sich zur Bestimmung der noch unbekannten 6 Integrations- 
konstanten folgende 4 Bedingungen an: 


a) An der Stelle x = o soll die Eintrittstemperatur beider Kiihlstréme o sein, also 
8y(0) = #4(0) = 0. (4,10) 


b) An der Stelle x = x, muB die gesamte im Leiter entstehende Warme von beiden Kihl- 
str6men aufgenommen sein 


Bo(%1) Po Up + (Ms) O1 U1 = 7 Fy - (4,11) 


c) Die Warmebilanz des Leiters selbst driickt sich aus durch 


X% Uy f (9 — 8) dx + a Uy f (9 — 8) dx =9 F, x. (4,12) 
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Aus diesen Gleichungen bestimmt man die Integrationskonstanten zu 


a [Po Py u Py a Che 1 (f— Pe) 
Ae = me ae | U 2), Bo ee 1 ae in ay (Fs Oo ? 0 1 ak uU 1 Oy Xo (4,13) 
| a ae Noe + (BP, (Ge ee 
Ae (1+) (1-40) a, (3 2), Pie rae Fee bem OE edie hee Sa iP 
mit den Abkiirzungen 
Beritee merce an can 
Mere ire. a Ta OO uayen 4 ie, 


Um eine Vorstellung von der GréBe des Anteils A, zu geben, bezieht man A, z. B. auf den Wert 

von Aj, der sich fiir symmetrische Zweistromkiihlung einstellt. Es ist 

p qb : ’ 2 (u—v)? 
0 Zo Aj = —=2;A.an, Mt ep — Aarne eo) 

Auch der Naherungswert von Gl. (4,8) fiir 7, 1aBt sich in der GroBe und seinem Funktionsverhalten 

besser iibersehen, wenn er auf den Wert bezogen wird, den 7, fiir w = 1 und v = 1 annimmt. 


A (4,14) 


osym — ‘gt sym — 2A,” 


Xo 
ae Vs sym = Po 5 
Allgemein ist also (4,15) 
1-4 Uv 
Te a ausyn shia TAGES 


In Bild 9 ist fiir ideale direkte Leiterkithlung, also bei Vernachlassigung einer eventuell vor- 
handenen Warmeabgabe zusatzlich zur direkten Kithlung und fiir turbulente Strémung der Ver- 


lauf der Funktionen ¢,, 7 und nee dargestellt. Voraus- 


setzung ist U) = U, und gleiche Kanalquerschnitte. 


Dafiir wird 


Uv 


ee, v= (se) (4,16) 


U9 


Wie die ¢,-Kurve in Bild 9 zeigt, handelt es sich bei A, um 
relativ kleine Betrage, solange das Verhaltnis der Str6mungs- 
geschwindigkeiten nicht zu klein wird. 


Es zeigt sich auch, da8 unter normalen Bedingungen 


Ls 
7, <1— 1st. 
m 


0,02 
Oo S | 
w 0 


10 08 0,6 04 0,2 0 


Bild 9. Relativwerte der Lésungsbestandteile in Bild 10. Koordinatensystem und Bezeichnungen bei zwei 
Abhangigkeit vom Verhaltnis der Kiihlstrom- gegeneiander gerichteten Kitihlstrémen. 
geschwindigkeiten. 
Der EinfluB, der als Folge der ungleichen Strémungsgeschwindigkeiten auftretenden e-Funk- 
tion gewinnt erst bei gréBeren Abweichungen der Geschwindigkeiten voneinander an Bedeutung. 
Fir Verhaltnisse der beiden Kithlmittelgeschwindigkeiten die zwischen 1 und etwa 0,6 liegen, 
k6énnen die Temperaturgleichungen fiir Leiter und Kiihlmittel wie folgt angenahert werden 


i q bg *4 Po BR a sy, OV eee 
uN 2Py | Sphinn eee rae Ca ae 2P) 1+4 ¥, (4,17) 
Dabei wurde von folgender Abkiirzung Gebrauch gemacht: 
= __ 2 (u? + v) 
Ay = & A, sym > oy) = aR GA (4,18) 


€) ist wieder unter der Voraussetzung turbulenter Strémungin beiden Kanilen in Bild g aufgetragen. 


XLIV. Band 
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5. Kihlung durch zwei Kihlstréme entgegengesetzter Richtung, aber gleicher Geschwin- 
digkeit (Antiparallelstrémung) 


Die in Abschn. 4 gemachten Voraussetzungen zur Herleitung der Differentialgleichungen 
sollen nun wieder eingeschrankt werden durch die Annahme gleicher, aber entgegengesetzter 
Kihlmittelgeschwindigkeiten und gleicher Kanaloberflaéchen. Die Differentialgleichungen lauten 
fiir diesen Fall 


” a a (ee = 

o —= (6 — 9) —— 0-8) +4=0, | 
420-0) <0, | (5,1) 
8) =o | 


Die Zuordnung der Bezeichnungen und die Lage des Koordinatensystems sind Bild 10 zu ent- 
nehmen. 
Die Temperaturen unterliegen folgender Symmetrie: 


Do(x) = O(— 4) , O4(x) = Do(— 4), B(x) = O(— 2). (5,2) 
Zur Lésung der Differentialgleichungen substituiert man zweckmaBig wie folgt: 
Y= 0—%, y, = 0—9,, (5,3) 


wobei nach Gl. (5,2) die Symmetrie besteht yo(x) = y,(— x). 
Die Einfiihrung der neuen Veranderlichen erlaubt das Gleichungssystem (5,1) von 3 auf 2 ge- 
koppelte Differentialgleichungen zu reduzieren 


” a ’ a q ” a 
OA re Oa rt seta pea Vi > 


Zu den Temperaturfunktionen besteht der Zusammenhang 


’ a 
Vr Wot) ta=o. — (5,4) 


B= 5%» Bin oo B= %+%=A+N- (5,5) 


Der Lésungsansatz fiir das Gleichungspaar (5,4) lautet: 


Vi dueted,t- De Dye? J =r es Ge. (5,6) 
Das Einsetzen von (5,6) in (5,4) gestattet einen Koeffizientenvergleich mit dem Ergebnis 
a 


bg Bae 
(Gy efi) tr 0 p 8 DA 


Bel hat yell gue dee dg+ &=0. (5,7) 


a 
pie i 


a 
ba 
Die Koeffizienten der e-Funktionen haben folgendem Gleichungspaar zu geniigen 


a 
b 


DAy?4 Daty (G05 GIs Gacy (DE=Gi=s0 8 (5,8) 


a 
b 
Von noch zu bestimmenden Konstanten D und G kann Gl. (5,8) erfiillt werden, wenn folgende 
Determinante verschwindet : 


go Oe ie | 

1 el Sm cea y: hb | 
a F a eee (5,9) 

Torts ea eb AR: 


Oder es ist 


Naherungsweise wird fiir 


a aL eRe 2°5 Oo V ) 
were ye aw (1 a ve 
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oder mit nochmaliger Anwendung der Voraussetzung (5,10) 


cae wAd nat oA db 
ry © Si ee, tye VX SS ). (5,11) 


Die y-Werte in Gl. (5,11) unterscheiden sich in ihren Betragen nur wenig. Man erkennt in ihnen 
die Exponenten der e-Funktionen, die das Verhalten der Temperaturen an den Randern des 
Kiihlabschnittes beschreiben. 

Mit Beibehaltung der soeben gemachten Voraussetzung kann man bei Verzicht auf die Be- 
schreibung des Randverhaltens der Temperaturfunktionen von folgendem Aufbau fiir y ausgehen: 


Yo = 4, + dyx, Vi = 8&1 + 82%. (5,12) 


Es wird dann 


2 O 2 
Dy = Dy + yx + aX =, = Dy + ay(S a, + da) a + de = (5,13) 


Z 


Die Symmetriebedingung (5,2) fordert fiir die Leitertemperatur das Verschwinden der ungeraden 
Funktionsanteile; also wird 


a 
Pog (5,14) 
Die Symmetrie der KiihImitteltemperatur fordert 
D(0) = 0,(0) , oder Dy = G- (5,15) 
Die Bedingung 
Do(— 4%) = O1(4) , ergibt a=, (5,16) 
so daB die Auswertung der Gl. (5,7) schlieBlich auf 
mw UE : ieee qb 
ane ae und damit nme Se (5,17) 


fiihrt. 
Voraussetzung fiir die Richtigkeit der Gl. (5,17) ist, wie schon erwahnt, 


Ab /a\? 
aaa 
Durch die Integrationskonstanten (5,17) ist Vp bestimmt 
_ 95% / ?p % 
oe 2p ae *) (5,18) 
D, bestimmt man durch Heranziehen der Randbedingung fiir x = — x, : 
qbx qba x 
Do = 0, Dy = es ae (5,19) 


Der Temperaturverlauf im Kiihlmittel folgt den Gleichungen 
o,= qb xy 


Ar B6-@ oS e-3)+36-E)} 6m 


Die Leitertemperatur errechnet man z. B. aus Gl. (5,18) und (5,20) zu 
pre ee 


ah ea sa 


Bild 11 gibt den Temperaturverlauf von #, # und #, wieder. Es wurde d = = = 2 voraus- 


gesetzt. Wie das Bild erkennen laBt, findet die Warmeabgabe verglichen mit der Parallelstré- 
mung unter ungiinstigeren Bedingungen statt. So wird z. B. im letzten Viertel der Kanallange das 
warme Kiihlmittel vom kalten gekiihlt, was durch den Leiter hindurch erfolgt. Das Auftreten 
dieser Erscheinung ist abhangig von der GroBe d. Wie die Gl. (5,20) und (5,21) zeigen, verschwin- 
det der Effekt fiir d <1. 

Vergleich zwischen Parallel- u. Antiparallelstrémung. 
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Zu Gl. (5,21) gehort der Mittelwert der Leitererwarmung 


qox, Pp, ae 
re ae a 28 
Bei Parallelstrémung betragt die mittlere Leitertemperatur 
eR rn te 
Om = ap H rah (5,23) 


wobei symmetrische Kiihlung in zwei Kandlen zugrunde gelegt ist. 
Bezieht man den Mittelwert der Leitererwarmung nach Gl. (5,22) auf Gl. (5,23) und kiirzt ab 


ax 6 
C— ant so wird 


a 

eel ad? 1 

= — | : : 2 
By 3 31+d (5,24) 


Dieses Verhaltnis ist in Bild 12, Kurve a, aufgetragen. Fiir gréBere Werte von d besteht eine 
offensichtliche Unterlegenheit der Leiterkithlung durch Gegenstrémung. 


18 aa 


= 
= 
> 


nu cae , 0 Die 1 ee eae pee, 
foe 


Bild 11. Temperaturverlauf bei Gegenstromung. : Bild 12. Vergleich von Antiparallel zu Parallelstromung. 
#, Leitertemp. — %), 0,, Kiihlmitteltemperaturen. a Erwarmungsmittelwerte, b Maximalwerte der Erwarmung. 


Vergleicht man nun noch den Maximalwert der Leitererwarmung nach Gl. (5,21) fir x =o, 


mit dem Maximalwert der Leitererwarmung bei Parallelstromung (ohne Beriicksichtigung von 
Randerscheinungen) 


wea a 
inet = 2p [2 aay)’ (5,25) 
so erhalt man 
d 
Pmay canes 
Sips ee” pe 


Kurve bin Bild 12 gibt den Verlauf der Funktion (5,26) wieder. Man erkennt, daB fiir d < 2 der 
Maximalwert der Leitertemperatur bei Gegenstrémung kleiner als bei Parallelstrémung, fiir 
d > 2 hingegen gréBer als der Bezugswert ist. 


Zusammenfassung 


Im Abschn. 1 werden unter der Voraussetzung konstanter, von der Leitertemperatur unab- 
hangiger Verluste die Gleichungen fiir die allgemeine Losung des Temperaturverlaufs in Leiter 
und KiihIlmittel angegeben. Im Interesse einfacher und tibersichtlicher Schreibweise wurden fiir 
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die Lésungen Naherungen angegeben, deren Brauchbarkeit in den meisten Fallen der direkten 
Leiterkiihlung auBer Frage steht. Bei der im Abschn. 1a vorgenommenen Anpassung an die 
Randbedingungen des einseitig (in einem Abschnitt), oder in mehreren Abschnitten mit entgegen 
gesetzt gerichteter Stroémung gekiihlten Leiters erweist sich die leichte Handhabung der Glei- 
chungen ebenso, wie im Falle der Leiterkithlung in mehreren Abschnitten und gleichgerichteter 
Str6mung in Teil 1b. 

Die Beriicksichtigung der linear von der Leitererwarmung abhangigen Verluste wird in Teil 2 
erértert. Uber dieses Thema liegt inzwischen eine ausfiihrliche Arbeit von Hak [4] vor. Er- 
ginzend dazu kann aus dem Ergebnis des Abschn. 2 fiir die tiberwiegende Mehrzahl der An- 
wendungsfalle die Erlaubnis fiir die vereinfachte Rechnung mit konstanten (fiir die mittlere 
Leitererwarmung berechneten) Verlusten hergeleitet werden. Die fiir Erwarmungsrechnungen 
in der Regel verlangte Genauigkeit von 2—5%% laBt sich, wie ein sehr extremes Zahlenbeispiel 
zeigt, leicht einhalten. 

Eine Verfeinerung der Voraussetzungen wird in Abschn. 3 vorgenommen, indem zusatzlich 
zur unmittelbaren Warmeabgabe an den Kiihlstrom auch die mittelbare Warmeabgabe tiber 
feste Kérper an das Kiihlmittel beriicksichtigt wird. Besonders bei Erwarmungsberechnungen 
fiir die Lauferwicklungen kann der Einbezug der indirekten Kiihlung erwiinscht sein. Die fiir den 
einfachsten Fall der Kiihlung in einem Abschnitt [und Kiithlmitteltemperatur fiir direkte und 
indirekte Kiihlung gleich] gewonnenen Ergebnisse kénnen zur Abschatzung des Einflusses auch 
unter anderen Voraussetzungen dienen. 

Der folgende Abschn. 4 behandelt die Kiihlung eines Leiters durch zwei Kiihlstréme ver- 
schiedener Geschwindigkeit aber gleicher Richtung. Besonders fiir Abweichungen der Geschwin- 
digkeiten die kleiner als 1:2 sind, ergeben sich sehr einfache Temperaturgleichungen. 

Eine Berechnung des Temperaturverlaufs in Leiter und Kiihlmittel fiir den Fall der Anti- 
parallelstrémung gibt Teil5. Dort wird angenommen, die Kiihlung erfolge durch zwei Stréme 
entgegengesetzter Richtung, aber gleicher Geschwindigkeit. Wie sich zeigt, ist die Kihlwirkung 
bei Gegenstrémung beziiglich der mittleren Leitertemperatur der Parallelstr6mung in jedem 
Fall unterlegen. Unter bestimmten Voraussetzungen ergeben sich jedoch Vorteile im Hinblick 
auf die maximale Leitererwarmung. 
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Die Spannungsverteilung in Isolierstoffen bei Wechselspannung 
, Von 
P. BOniNG, Hannover 
Mit 4 Textabbildungen 
(Eingegangen am 25. Februar 1958) 


Inhaltsiibersicht. Grundsatzliche Versuchsanordnung — Die Entstehung ungleicher Briickenstrom-Halb- 
wellen — Zusammenfassung. 

Bei der Durchsicht des technischen und physikalischen Schrifttums iiber elektrische Isolier- 
stoffe findet man fast nie einen Hinweis auf die Tatsache, daB die Spannungsverteilung in homo- 
genen Isolierstoffen bei planparallelen Elektroden unter Gleichspannung von der Linearitit 
abweicht. Der Grund hierfiir ist wohl der, daB weder die Inhomogenitatstheorie von MAXWELL- 
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WAGNER, noch die Dipoltheorie von DEBYE diese Abweichung erklart und entsprechend beriick- 
sichtigt. In fritheren Veréffentlichungen hat Verfasser die nichtlineare Spannungsverteilung in 
Isolierstoffen bei Gleichspannung auf Grund der Ionenadsorption an inneren Grenzflachen 
gedeutet und den experimentellen Nachweis hierfiir gebracht [1], [2], [3]. DaB auch bei Wechsel- 
spannung mit einer nichtlinearen Spannungsverteilung zu rechnen ist, wurde ebenfalls experi- 
mentell nachgewiesen [3], [4]. Die im folgenden mitgeteilten Versuchsergebnisse, die gelegentlich 
anderer Untersuchungen gewonnen wurden, erganzen die friitheren Veréffentlichungen. 


Grundsatzliche Versuchsanordnung (Bild 1) 


Ein Kondensator aus planparallelen, gleich groBen Elektroden (I, II) mit homogenem Isolier- 
stoff ist parallel zu einem Oumschen Widerstand R geschaltet und an eine Wechselspannung 
gelegt. Verbindet man die Mitte des Isolierstoffs mittels einer Sonde mit der Mitte des Wider- 
standes durch eine Briicke a, b, so ware in der Briicke kein Strom vorhanden, wenn die Spannungs- 
verteilung im Isolierstoff gleich- 
maBig (linear) ware, wie durch 
die Geraden 1, 2 in Bild 2 darge- 
stellt wird; zwischen den Punk- 
ten a und 6 (Bild 1) ware keine 
Potentialdifferenz vorhanden. 
Wird jedoch die Spannungsver- 
teilung bei positiver Elektrode I 
durch die Kurve3 und bei nega- 


(ea 
eee 
A 


Bild 1. Briickenschaltung Bild 2. Spannungsverteilung im Isolierstoff: Bild 3. Kurvenformen des 
Isolierstoff-Widerstand. Geraden 1,2 linear, Kurven 3,4 nichtlinear. Briickenstroms, theoretisch. 


tiver Elektrode I durch die Kurve 4 dargestellt — etwa bei der Amplitude der Wechselspannung U,,, 
an den Elektroden —, so herrscht eine Potentialdifferenz stets gleicher Richtung zwischen den 
Punkten a und 0 der Briicke, und es flieBt ein mittels eines Drehspulgerats zu messender Wellen- 
strom in ihr. An einer Reihe von Isolierstoffen (z. B. Lederpappe, Speckstein) wurden die Wellen- 
stréme mittels eines Schleifenoszilographen aufgenommen [3]. 

Bei Symmetrie in der Anordnung haben die Stromwellen jeder Halbperiode der Wechsel- 
spannung die gleiche Form. Bei einigen Proben jedoch waren die Formen der Halbwelle im 
Briickenstrom nicht gleich; u. U. fehlte jede zweite Halbwelle, und die Kurve lief wahrend dieser 
Zeit parallel zur Zeitachse. Dies war der Fall, obwohl Symmetrie in der Anordnung angestrebt 
war und auch erreicht schien. Die folgenden Uberlegungen und Versuche sollten das Zustande- 
kommen ungleicher Halbwellen in der Briicke klaren. 


Die Entstehung ungleicher Briickenstrom-Halbwellen 


Die ungleiche Form der Halbwellen im Briickenstrom kann offenbar durch irgendeine Un- 
symmetrie in der Anordnung hervorgerufen werden. Am einfachsten wurde diese Unsymmetrie 
absichtlich dadurch erzielt, daB die Briicke nicht in der Mitte x des Widerstandes R angeschlossen 
wurde; sondern auBerhalb der Mitte, etwa in y bzw. z (Bild2). Hierdurch verschiebt sich das Po- 
tential auf der Geraden1 vom Punkt a nach a’ bzw. a’ und auf der Geraden 2 von Punkt a nach a’”’ 
bzw. a’. Das Potential am Isolierstoff (Punkt 0) bleibt dagegen auf dem gleichen Wert. Dem- 
nach werden die Amplituden der Halbwellen des Briickenstromes beim Anschlu8 in x gleich, 
u. zw. entsprechend der Strecke a—0 in Bild 2. Beim AnschluB in y werden die Amplituden der 
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Halbwelle ungleich, u. zw. entsprechend den Strecken a’—b, bzw. a’’’—b. Beim AnschluB8 in z 
ist nur eine Halbwelle, entsprechend a’’—b vorhanden, da zwischen a’’” und keine Potential- 
differenz herrscht. Demnach sind beim Verschieben des Anschlu8punktes a der Briicke aus der 
Mitte des Widerstandes R die in Bild 3 gezeichneten Formen der Wellenstréme zu erwarten. 

Das Ergebnis dieser Uberlegung wurde an einer Anordnung nachgepriift, die der fritheren [3] 
ahnlich war. Als Isolierstoff wurde Lederpappe von etwa 1 mm Starke gewahlt. Zwei Scheiben 
wurden von ebenen Messingelektroden zusammengepreBt, nachdem als Sonde ein Lametta- 
Streifen zwischen ihnen eingelegt war. Zum Aufzeichnen des Briickenstroms wurde ein Kathoden- 
strahl-Oszillograph verwendet. Die Aufnahme der Kurven machte einige Schwierigkeiten, da sich 
der Zustand des Isolierstoffs infolge der Erwarmung rasch dnderte. Durch Verschieben des 


x y z 
Bild 4. Kurvenformen des Briickenstroms, oszillographisch. 


Briickenanschlu8punktes am Widerstand KR konnten alle zu erwartenden Kurvenformen aufge- 
nommen werden; einige typische Beispiele, die den Formen in Bild 4 entsprechen, sind in Bild 4 
wiedergegeben. 


Zusammenfassung 


Durch die Versuche wurde erneut nachgewiesen, daB die Spannungsverteilung in Isolierstoffen 
bei planparallelen Elektroden auch bei Wechselspannung nichtlinear ist. Wahrend sich bei voll- 
kommener Symmetrie der Versuchsanordunng im Briickenzweig ein Wellenstrom gleicher Rich- 
tung und gleicher Halbwellenform ergibt, unterscheiden sich die Formen und Amplituden der 
Halbwellen bei irgendeiner Unsymmetrie in der Anordnung. 

Bemerkung. In jiingster Zeit hat ANTENEN [5] eine nichtlineare Spannungsverteilung in 
Wachs und Paraffin durch Sondenmessung festgestellt und durch Ionenwanderung erklart. Es 
wurde Gleichspannung verwendet; bei Wechselspannung, insbesondere bei héheren Werten, 
diirfte mittels des oben besprochenen Verfahrens auch eine nichtlineare Spannungsverteilung 
nachweisbar sein. 
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Symmetrische Komponenten 
zur Bestimmung der Wurzeln der kubischen Gleichung 


Von 
F. Stier, Karlsruhe 
(Eingegangen am 22. Marz 1958) 
Ubersicht. Mit Hilfe der symmetrischen Komponenten, die sich fiir die Berechnung eines Systems von 


Schwingungen bewaéhrt haben, lassen sich kubische Gleichungen zwangslaufig ohne Spekulation ldsen. 


Die Wurzeln der kubischen Gleichung: 


x8 + dy x® + a,% +a) =0 (1) 


bilden, solange a, von Null verschieden ist, in der komplexen Zahlenebene aneinandergereiht 
einen offenen Linienzug. Sie kénnen als Zeiger aufgefaBt durch symmetrische Komponenten! 
dargestellt werden. Es gilt fiir die Wurzelwerte %,, %9, %3: 


2% 27 


cay pil roi 

My = V1 @ Fate Vn Sars 5 (2a) 
+; —j=2 

Xo = Vie Ng oe aa eer (2b) 

%3 = Vy + Ve + V3 - (2c) 


Hierbei sind y,, ys, vy; die symmetrischen Komponenten. 
Zwischen den Wurzelwerten bestehen nun folgende Beziehungen (s. z. B. RoTHE, Hoéhere 
Mathematik, Teil I, § 3): 


4X + %_ + %3 = — ag, (3a) 
Ny X_ + Hy %y + %y %y = a, , (3b) 
Mi hag = = 16) (3c) 


Aus den Gleichungssystemen (3) und (2) entstehen folgende Beziehungen zwischen den sym- 
metrischen Komponenten und den Konstanten der kubischen Gleichung: 


v3 — ? (4) 
3 pahece's 
VR y= me (5) 
Vi + V3 + Y8— 31 V2Vs = — 4: (6) 
Aus den Gln. (4) bis (6): 
3 / = —— = = 
A HAN Ae 
yw =\V—S+)(2) +2. (7) 
i a : se 
on, A, 43 
y=“ —y(2)+3 (8) 
mit den Abkiirzungen: 
Pk 
Ay = 44 = = , (9) 
a2 
Ay =a + 3 : (10) 


Aus den symmetrischen Komponenten berechnen wir mit dem Gleichungssystem (2) die 
Wurzelwerte. Gl. (7) und (8) zeigen tibereinstimmend mit unserem Ansatz, daB y, und y, drei- 
wertig sind. 

Eine erhebliche Vereinfachung der Berechnung erreicht man durch Einftihrung einer neuen 
Unbekannten = x — ys. 


1 FortEscugE, C. L., Trans. A.I.E.E. Bd. 37 (1918) Teil II, S. 1027—1140 — F. Stier, ETZ (A) 73 (1952) 
S. 764 — A. Hocurainer, Symmetrische Komponenten in Drehstromsystemen. Berlin/Géttingen/Heidelberg : 
Springer 1957. 
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Das Gleichungssystem (2) vereinfacht sich nun zu: 


§&=%—¥s = VN e—7120° 4 yp ee oss (11a) 
E, = %2— V3 = V1 et 320° 4 Vo FAROE, (11b) 
Es = %3 — Vg = V+ Vo- (11¢) 


Aus der Summe der 3 Gleichungen des Gleichungssystems (2) ergab sich zusammen mit der 
Gl. (3a) 
“tate a iy 
3 3 


Vee 
Es ist also 


t= E+, = f——. 


Substituiert man nun diesen Ausdruck fiir x im Gleichungssystem (3), so ist: 


& $5 6, = O = (13a) 
bitadtoah=a— {= Ay, (13b) 
ff = —m —T ah + A = — Ap. (13¢) 


Gl. (13a) zeigt, daB die Wurzelwerte &,, &,, 5 ein geschlossenes Polygon (ein Dreieck) bilden, 
daher kénnen sie durch nur 2 symmetrische Komponenten dargestellt werden (GI. (11)]. 

Ay, A, und A, = o sind die Koeffizienten der reduzierten kubischen Gleichung; wie man 
sieht, verschwindet das Glied mit £?; dies soll aber nur wegen des Zusammenhanges mit der 
iiblichen Darstellung erwahnt werden. 

Aus den Gleichungssystemen (11) und (13) errechnet sich mit geringerem Aufwand als zuvor: 


4 
Ve ma (14) 
Dhan as bs (15) 
Shira ee See 
1/ Ay Ay 2 A, ‘ 
Se | eae V4) “i (=) ; (16a) 


3 Viaoe eS eS SS Se 
/ A,\? /A,\3 
puecan ley a 
in Ubereinstimmung mit den vorher gefundenen Werten. Die Berechnung der Wurzelwerte 


erfolgt direkt aus dem Gleichungssystem (2) mit 


i 


Ist in Gl. (16a) der Wert unter der Quadratwurzel 
komplex za j= V, = 9, . Mit 
V1 = || e”* und Vo = |i | e~ 7 
vereinfacht sich Gleichungssystem (11): 


2 


A acAaNe 
(2+ (9 nn cannon 


&, = 2 |4,| cos ( —*), (17a) 
& = 2 |) cos (a as =I, (17b) 
ey = 2 yn cosiae (17¢) 


Der Betrag von y, kann jetzt direkt aus Gl. (14) berechnet werden. Es ist 


ty 


wy =|%|?=— 


; (18) 
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Aus den Gln. (16a) und (18) erhalt man 


A 3/2 
cos 30 = — 2( 3] (19) 
Ze a ul 


Ist in Gl. (16a) der Wert unter der Quadratwurzel positiv, so sind alle drei y-Werte reell und 
die Wurzel x, errechnet sich aus Gl. (2c). 
Nun aber sind x, und x, konjugiert komplex 


aah * 
Neg = Sy 


Aus Gl. (3c) ergibt sich 


ae (20). 


My Xt = |? = |? = 
Aus den Gln. (2a) und (2b) erhalt man den Realteil und die Imaginarteile von x, und x: 


Re (x) = Re (x) = ys — 22, (21) 

[3 

= [v1 — Ye] - (22) 
Im Grenzfall, wenn die Quadratwurzel in Gl. (16a) verschwindet, sind alle y-Werte und alle 

Wurzeln reell; iiberdies ist y, = y, und ebenso 


Im (%;) = — Im (%,) = — 


%y=%=Y3—%y¥, und %%=%43+ 24. 


Beispiele 
LE w—3x7—2x%+5=0 
Oe o's 2, (alee 


2 eee Sey ee 
In? = lye, 


Srey) 
cos 3a = —=(/2] a = 34,48°, 


= 2/2 cos (85,52°) +1 = 1,202, 


= 
al 
= 
in) 
| 


f= 2\/2 cos (154,48°) +1 = —1,33, 


De 2\/2 cos (34,48°) +1 = 3,129. 


jal w—3x*+4x%—5=0 
Cy io a= 4, OD Nie it 
A 1; A, — 3; 
ees 5 oe 
ed ead eee ed eed ice 
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3 247 

Ja = | 2 a vo Gi2ars 
Seo) 

Jo a 1, 


Ke (z,) = Ke (a,) =1 —~ 0,000 — 0.3042 


Tne, (4) == —— at) nae. 1,675 = — 1,45, 


4, = 0,304 —7 1,45, 
%_ = 0,394 + 71,45, 
GG GALL 


Zusammenfassung ~- - 


Die 3 symmetrischen Komponenten der Wurzeln einer kubischen Gleichung werden aus den 
bekannten Beziehungen zwischen den Wurzelwerten berechnet. Eine Vereinfachung der Berech- 
nung ergibt sich durch Einfiihrung einer neuen Unbekannten é = %— 3, wobei 3 diejenige 
symmetrische Komponente ist, die in den Gleichungen aller 3 Wurzelwerte dasselbe Argument 
aufweist. Die Wurzelwerte é stellen in der komplexen Zahlenebene aneinandergereiht einen ge- 
schlossenen Linienzug (ein Dreieck) dar und kénnen daher durch nur 2 symmetrische Kompo- 
nenten ausgedriickt werden. 

Sind nun die beiden symmetrischen Komponenten 4,, y, konjugiert komplex, dann erhalten 
wir 3 reelle Wurzeln; sind aber die symmetrischen Komponenten 4, , reell, dann sind die 
Wurzeln &,, &, baw. x,, x, konjugiert komplex. Diese Uberlegung fiihrt in beiden Fallen zu einer 
einfachen Bestimmung der Wurzeln, da bei reellen Vorzahlen der Ausgangsgleichung yy, stets 
reell ist. 

Prof. Dr.-Ing. F. Stier, Karlsruhe-Durlach, PosseltstraBe. 


Bestimmungé einer fiir Isolieranordnungen unter Ol zweckm4Bigen 
50%-Durchschlagsto8spannung* 
Von 
VOLKMAR TETZNER 
(Mitteilung aus dem Hochspannungsinstitut der Technischen Universitat Berlin) 
Mit 5 Textabbildungen 
(Eingegangen am 30. Mai 1958) 
Inhaltsiibersicht: I. Kritik an der Ubertragung der fiir Luft gebrauchlichen 50% -Durchschlagsto8spannung 


auf Ol. — II. Definition einer neuen 50%-DurchschlagstoSspannung U%,. — III. Unterschied zwischen Us 
und U%,. — Zusammenfassung. 


I. Kritik an der Ubertragung der fiir Luft gebrauchlichen 
50%-DurchschlagstoRspannung auf Ol 


Als 50°%-DurchschlagstoBspannung einer Isolieranordnung gilt der Scheitelwert jener StoB- 
spannung, bei der 50% aller St6Be zum Durchschlag fiihren. 

Zur Bestimmung von Us, hat sich folgendes Verfahren eingebiirgert: man beansprucht die 
Isolieranordnung bei einer bestimmten Spannungshéhe mit 7 St6Ben, von denen d zum Durch- 
schlag fiihren mégen. Dann ist p = d/r die Durchschlagswahrscheinlichkeit bei dieser Spannungs- 


* Die vorliegende Arbeit ist erméglicht worden durch Mittel der Deutschen Forschungsgemeinschaft. 
Ich méchte nicht versd4umen, auch an dieser Stelle der Deutschen Forschungsgemeinschaft meinen verbindlich- 
sten Dank auszusprechen. 
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héhe. Nimmt man nun durch Messungen bei verschiedenen Spannungshéhen einige Punkte 
der Kurve # = f(U) auf, so laBt sich hieraus durch geeignete Interpolation der Wert Us, fiir 
p = 0,5 ermitteln (Bild 1). 

Der hierbei auftretende statistische Fehler wird vor allem durch 2 Faktoren beeinfluBt!: 

durch die GréBe des Streubereiches zwischen der 0®%- und der 100%-DurchschlagstoB- 
spannung und durch die Anzahl der zur Festlegung der Verteilungskurve £(U) verwendeten 
StéBe. 

Fiir O1 liegen nun die Verhaltnisse in zweifacher Hinsicht ungiinstiger als fiir Luft: 

1. Der Streubereich ist wesentlich breiter als in Luft? und bedingt somit bei gleicher StoBzahl 
einen groBeren statistischen Fehler. 100 

2. Bei VergroBerung der StoBzahl verringert sich zwar Io 
der statistische Fehler; gleichzeitig wachsen jedoch die Meb- 
fehler infolge der Veranderungen des Priifobjektes (Abbrand 
an den Elektroden, Zersetzung des Oles) erheblich an, so daB rf bese 
es im Ol nicht mdglich ist, den Gesamtfehler beliebig zu ver- = y, 
kleinern. 

Noch mehr als durch die beiden eben genannten Ge- 
sichtspunkte wird die Anwendbarkeit der eingangs erlauter- cal 
ten Methode auf Isolieranordnungen unter Ol jedoch durch Ug 
folgende Uberlegung in Frage gestellt. Bildi. Bestimmung te Se aee 

Voraussetzung dieser Methode ist, daB alle v aufeinander- caer mi Ria sen 
folgenden StdBe gleicher Spannungshéhe gleiche Vor- 
bedingungen in der Isolierstrecke antreffen. Dies wird bei einer Isolieranordnung in Luft 
bei nicht zu schneller StoBfolge in der Regel der Fall sein. 

Im Ol kann es dagegen, je nach Verhaltnissen, mehrere Minuten dauern, bis sich nach einem 
Durchschlag der urspriingliche Zustand des Oles wiederhergestellt hat. Die StoBfolge miiBte 
daher au8erordentlich langsam gewahlt werden (mindestens 5 Minuten Pause), wenn die 50%- 
DurchschlagstoBspannung nach der obigen Methode bestimmt werden soll’. 


II. Definition einer neuen 50%-DurchschlagstoBspannung U3 


Ausgangspunkt war die experimentelle Beobachtung, daB die Wiederverfestigung eines 
Oldielektrikums nach einem Durchschlag erheblich schneller vor sich geht, wenn man die Isolier- 
anordnung mit St6Ben, die nicht zum Durchschlag fiihren, beansprucht, als wenn man sie sich 
selbst tiberlaBt. 

Es liegt daher nahe, nach jedem Durchschlag die StoBspannung erneut von einem genitigend 
niedrigen Wert aus in Stufen (AU) zu steigern, wobei die Pausen zwischen den einzelnen 
St6Ben zwar nicht zu kurz gewahlt werden diirfen, andererseits aber bei weitem nicht den oben 
erwahnten groBen Wert (von 5 Minuten) besitzen miissen?. 

Bei einer bestimmten Spannung wird schlieBlich der Durchschlag erfolgen, woraufhin die 
StoBspannung erneut von einem niedrigen Wert aus gesteigert wird. Nach 1 solchen Spannungs- 
steigerungsreihen hat man somit m Durchschlage erzielt, die in irgendeiner Verteilung zwischen 
einem niedrigsten Spannungswert U, und einem héchsten Spannungswert U, liegen, und zwar 
sei die Anzahl der bei den einzelnen Spannungsstufen U,, U,...U, erfolgten Durchschlage als 
@y, @g... a, bezeichnet. 

Aus diesen MeBwerten la4Bt sich nun in einfacher Weise fiir jede Spannung U, die Wahr- 
scheinlichkeit w,, mit der bei Spannungssteigerung der Durchschlag bei oder unterhalb 


1 Vgl. Baumann, ETZ A 78 (1957) S. 369. 

2 Selbst bei guter Reinigung von Ol und Elektroden kann er bis zu 30% der 50% -Durchschlagsto8spannung 
betragen. 

3 Die Nichteinhaltung dieser Bedingung diirfte eine der Hauptursachen fiir die erheblichen Schwankungen 
der bisher gemessenen 50% -DurchschlagstoBspannungen unter Ol sein. 

4 Untersuchungen ergaben, da®B sich spatestens 30s nach einer nicht zum Durchschlag fiihrenden Be- 
anspruchung der urspriingliche Olzustand wiederhergestellt hat. 
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dieser Spannung U, erfolgt, berechnen. Sie ist definitionsgemaB 


Summe der Durchschlage bei U< Uy 1 (1) 


can: Summe aller Durchschlage _ Ee Ra 


Ermittelt man auf diese Weise w, fiir alle Stufen im Streubereich zwischen U, und U,, so 
14Bt sich die Funktion w(U) auftragen (Bild 2). Dieser Kurve laBt sich bei w = 0,5 ein Spannungs- 
wert U*, entnehmen, der zur Charakterisierung der StoBfestigkeit der untersuchten Anordnung 
herangezogen werden kann}. U%, ist némlich jene Spannung, bei oder unterhalb derer in 
der Halfte aller Fille bei stufenweiser Spannungssteigerung der Durchschlag eintritt. 


III. Unterschied zwischen Us) und Uo 
Im folgenden soll untersucht werden, inwieweit sich die beiden verschieden definierten 50%- 
Durchschlagsto8spannungen U;, und Us, voneinander unterscheiden. 
Zu diesem Zweck mu8 die Beziehung zwischen den Funktionen #(U) und w(U) ermittelt 
werden. 


4 
: ; 
Pr 
=s S 
FS ine 
Py 
Py 
; Ue Ug U, au yy |" 
4 sq —elAl/eZ ae 
_—e U—e 
Bild 2. Bestimmung der 50%-DurchschlagstoBspannung Uso Bild 3. Erlauterung zur Lage der Spannungsstufe U,, bei der bei 
aus der gemessenen Verteilungskurve w(U). Spannungssteigerung die ersten Durchschlage auftreten [s. Gl. (3, 4,)]- 


Bei der zur Messung der Funktion w(U) verwendeten Spannungssteigerungsmethode treten 
bei den einzelnen Spannungsstufen U,...U, folgende Anzahl a,...a, von Durchschlagen auf: 


bei U,: a4, =,-n (pf, ist die zur Spannung U, gehorende Durchschlagswahrscheinlichkeit, die 
sich aus der Funktion p(U) ergibt; m ist die Zahl der St6Be, die im Verlaufe der » Spannungs- 
steigerungen bei der Spannung U, erfolgten) ; 


bei U, = U,+ AU: a, = fy: (n— a) = fon (1—f,) (pf, ist die zur Spannung U, gehérende 
Durchschlagswahrscheinlichkeit ; (7 —a,) ist die Zahl der St6Be, die im Verlaufe der 7 Spannungs- 
steigerungen bei der Spannung U, erfolgten, da a, Spannungssteigerungsreihen bereits bei U,; 
wegen Durchschlages abgebrochen wurden.) 


bei U,: a, = p, m- (1— p;) > (1 — 4) SpE 2 Oath fe (A Pig Sle 


Setzt man nun diese Werte a, a... .@,in Gl. (1) ein, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit w,, 
mit der bei Spannungssteigerung ein Durchschlag bei oder unterhalb der Spannung U, erfolgt, als 


w, = pi pa (1 — Dy) + Ps (1 — Pi) (1 — Pa) ee oo PA a ee (2) 

Gl. (2) stellt die gesuchte Beziehung zwischen w(U) und #(U) dar; legt man namlich eine 
Funktion £(U) zugrunde, so kann man, nach Wahl von und AU, w, fiir die einzelnen Spannungs- 
werte U, berechnen. 

Bei dieser Berechnung ergibt sich die Lage der Spannungsstufe U,, bei der bei Spannungs- 
steigerung die ersten Durchschlage erfolgen, aus folgender Uberlegung: 
1 Wie im folgenden gezeigt wird, ist zur einwandfreien Charakterisierung der StoBfestigkeit auch die Angabe 
der bei der Messung von U¥, benutzten Werte von und AU erforderlich. 
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Die Durchschlagswahrscheinlichkeit ) der Spannung U, (s. Bild 3) sei gerade so groB, daB 
im Verlaufe der m Spannungssteigerungen gerade 1 Durchschlag bei ihr erfolgt, also 


Po n=1. (3) 


U, ist also die unterste mégliche Grenze des Streubereiches. Da man nun aber die StoB- 
spannung in Stufen von AU steigert, so ist es unwahrscheinlich, daB eine der Stufen gerade auf U, 
fallt. Vielmehr wird die Spannung, bei der die ersten Durchschlage erfolgen, im Mittel um AU/2 
tiber U, liegen, also 


i eer (4) 


Die Lage von U,, sowie daraus folgend die Lage aller anderen Spannungsstufen U,...U,, 
und damit die GréBe von f,...£, wird somit durch x und AU bestimmt. Infolgedessen wird 
auch w(U) und der sich hieraus ergebende Wert U%, von diesen beiden GréBen abhangig. Will 
man daher die StoBfestigkeit einer Isolieranordnung mit Hilfe des Wertes Uj, einwandfrei 
charakterisieren, so miissen gleichzeitig Angaben iiber die gewahlten Werte von m und 4U 
gemacht werden}. 
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Bild 4. Durchschlagswahrscheinlichkeit w, fiir die p = 0,5 ist, Bild 5. Bestimmung von U,,. und Uto aus der gemessenen Ver- 
in Abhangigkeit von der Zahl z der Spannungsstufen im Streu- teilungskurve w(U). {wp = 0,5 ist dabei aus Bild 4 zu ent- 
? 


bereich [Kurvenver'auf berechnet nach den Gln. (2—5) mit nehmen, entsprechend der bei der Messung von w(U) benutzten 
Hilfe von 4 StufengroBen]. StufengréBe.] 


Um nun den Unterschied zwischen U,, und U;, abzuschatzen, wird im folgenden eine Funktion 
p(U) zugrundegelegt, die fiir die weitaus meisten Anordnungen mit geniigender Genauigkeit 


giiltig ist: 
p(U) == a +0(7= =| (6) 


vai 


das Gausssche Fehlerintegral und o einen im Spannungsma8stab ausgedriickten Streubereich. 

Mit dieser Funktion #(U) wurde an Hand der Gln. (2—5) der Verlauf von w(U) fiir 4 ver- 
schiedene StufengréBen bei konstantem m naherungsweise berechnet. Aus jeder dieser Kurven 
w(U) wurde dann der zur Spannung U;, (bei der also # = 0,5 ist) gehorende Wert von w ent- 
nommen. In Bild 4 ist dieser Wert w, _,,, aufgetragen; als Abszisse ist dabei nicht die Stufen- 
gr6Be, sondern die davon abhangige Zahl z der Spannungsstufen im Streubereich zwischen U, 
und U, aufgetragen. Bild 5 verdeutlicht den sich daraus ergebenden Unterschied zwischen U5, 
und U,,. 

Man sieht, daB die durch Spannungssteigerung ermittelte 50°4-DurchschlagstoBspannung U;5 
etwas niedriger liegt als die bisher gebréuchliche 50°4-DurchschlagstoBspannung U;9, und zwar 
umsomehr, je kleiner die bei der Spannungssteigerung benutzte StufengroBe ist. 


Hierbei bedeutet 


1 Eventuell geeignete Normierung: » = 10, AU ~ 3% von U%,. 
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Die Ubertragung der fiir Isolieranordnungen in Luft gebrauchlichen 50%-Durchschlagstob- 
spannung U;, auf Isolieranordnungen unter Ol ist nur bei einem — wirtschaftlich nicht vertret- 
baren — groBen Zeitaufwand fiir die Messung einwandfrei méglich. 

Zur Charakterisierung der StoBfestigkeit einer Isolieranordnung unter Ol wird daher eine 
etwa anders definierte 50°4-DurchschlagstoBspannung U%, vorgeschlagen, die sich in einfacher 
Weise aus den bei stufenweiser Spannungssteigerung erzielten ersten Durchschlagswerten 
ermitteln 1aBt. 

Der Unterschied zwischen Us) und U¥, wird tiberschlagig berechnet. Uj, liegt grundsatzlich 
etwas niedriger als Uz), und zwar umsomehr, je kleiner die bei der Spannungssteigerung ver- 


wendete StufengréBe ist. 
V. TETZNER, Miinchen 23, Viktoriastr. 24/III. 


Der StoBdurchschlag der Anordnung Spitze-Platte unter Ol* 


Von 
VOLKMAR TETZNER 


(Mitteilung aus dem Hochspannungsinstitut der Technischen Universitat Berlin) 
Mit 15 Textabbildungen 
(Eingegangen am 30. Mai 1958) 


Inhaltsiibersicht: I. Problemstellung; Erlauterung der verwendeten Untersuchungsmethode. — II. Der 
raum-zeitliche Entladungsaufbau: 1. Die Reichweite der Kanale im Spannungsgebiet unterhalb der 50%- 
DurchschlagstoBspannung — 2. Der raum-zeitliche Entladungsaufbau im Spannungsgebiet oberhalb der 50% - 
DurchschlagstoBspannung: a) Das Vorwachsen der ersten Kanale — b) Das Vorwachsen der Strahlung. — 
III. Die Struktur der Entladungskandle: 1. Die Struktur der Anoden- und Kathodenkanale: a) Analyse der all- 
gemeinen Entladungsfigur — b) Deutung der Primarfigur— 2. Der Ubergang der Anoden- und Kathodenkandle 
in Thermoionisationskanale — 3. Struktur und Verteilung der raumlichen Entladungskandle: a) Die Art der 
ersten Kanalspuren — b) Die Verteilung der ersten Kanalspuren — c) Deutung des Unterschiedes in der Ver- 
zweigung der Anoden- und Kathodenkanale. — IV. Deutung der 509,-DurchschlagstoBspannung und der 
Entladeverzugszeit aufgrund der Untersuchung des Entladungsaufbaus: 1. Definition des pipebseuie car. 
Durchschlages — 2. Deutung der 50% -Durchschlagsto8spannung und der Entladeverzugszeit bei U = U,, 

3. Deutung der Entladeverzugszeit bei hohen Uberspannungen. —Zusammenfassung. 


I. Problemstellung; Erlauterung der verwendeten Untersuchungsmethode 


Der Mechanismus des StoSdurchschlages im O] ist noch weitgehend ungeklart, da man bisher 
infolge des Fehlens geeigneter Untersuchungsmethoden ausschlieBlich auf die MeBwerte der 
Spannungshohe und Entladeverzugszeit des Durchschlages angewiesen war, aus denen allein 
jedoch keine sichere Vorstellung vom Entladungsaufbau zu entwickeln ist. 

Ein weitgehender Einblick in den Mechanismus des StoB8durchschlages laBt sich nun mit 
einer neuen Untersuchungsmethode? gewinnen, bei der Photopapier senkrecht zur Hauptfeld- 
richtung an beliebige Stellen des Elektrodenzwischenraumes gebracht wird (Bild 1). 

Bei einem SpannungsstoB auf die Elektrodenanordnung zeichnen sich namlich auf der hoch- 
empfindlichen Ag-Br-Schicht Entladungsfiguren ab, die je nach der Polaritat, Héhe und 
Zeitdauer des SpannungsstoBes und der Stellung des Filmes im Feldraum ganz verschieden 
aussehen. Das Vorwachsen und die Struktur der von der Spitze ausgehenden Entladungskandle 
k6énnen auf diese Weise anschaulich untersucht werden. 


* Die vorliegende Arbeit ist erméglicht worden durch Mittel der Deutschen Forschungsgemeinschaft. 
Ich méchte nicht versdumen, auch an dieser Stelle der Deutschen Forschungsgemeinschaft meinen verbind- 
lichsten Dank auszusprechen. 

1 Diese auf einen Vorschlag von H. WINKELNKEMPER zuriickgehende Methode wurde im Hochspannungs- 
institut der TU Berlin zunachst von E. NassEr zur Untersuchung der Vorentladungen an einer positiven Spitze 
in Luft herangezogen und spater von mir auf Ol iibertragen. 
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Hinsichtlich der experimentellen Durchfiihrung ergeben sich dabei keine besonderen Schwierig- 
keiten; das Filmmaterial (Agfa-Registrierpapier, 6 cm breit) muB allerdings vor der Entwicklung 
sorgfaltig von allen Olspuren befreit werden. 

Im folgenden seien nun einige der mit Hilfe von etwa 2000 Entladungsfiguren gewonnenen 
Ergebnisse wiedergegeben. Als StoBspannung wurde dabei vorwiegend die Welle 1/50 us ver- 
wendet. 


II. Der raum-zeitliche Entladungsaufbau 


1. Die Reichweite der Kanadle im Spannungsgebiet 
unterhalb der 50%-Durchschlagsto8spannung 


Bringt man einen Film, wie oben beschrieben, in den Elektrodenzwischenraum, und zwar in 
eine Entfernung @ von der Spitze, so 14Bt sich durch stufenweise Steigerung der StoBspannung 
jener Spannungswert feststellen, bei dem man auf der Photoschicht die erste winzige Gleit- 
entladungsspur eines Kanales wahrnimmt. Fiihrt man diese Messung an mehreren Stellen des 
Feldraumes durch, so laBt sich die so ermittelte Reichweite der Kan4le in Abhangigkeit 
von der StoBspannung auftragen (Bild 2). 


StoBspannung 


—-* i) 10 20 30 mm 40 
; “a Reichweite @ der Kanile 
Bild 1. Grundsatzliche Anordnung eines photo- 
graphischen Filmes im Elektrodenzwischenraum zur Bild 2. Reichweite a der Kanale in Abhangigkeit von 
Untersuchung des Entladungsaufbaues. (Filmmecha- der StoBspannung bei positiver und negativer Spitze 
nismus in der Hauptfeldrichtung verschiebbar). (Schlagweite 40 mm; Welle 1/50 ws). 


Die Kurven in Bild 2 wurden auf die erlauterte Weise von a = 0 bis a = 30 mm gemessen. 
Brachte man den Film an die Platte (a = 40 mm), so lieBen sich entweder (bei zu niedriger 
Spannung) noch keine Spuren auf dem Film feststellen, oder die photographische Schicht war 
aufgrund eines Durchschlages véllig geschwarzt worden. Man mu daraus folgern, daB der 
Durchschlag bei der Spannungshohe eintritt, bei der die Entladungskanidle gerade bis zur Platte 
reichen. Extrapoliert man die gemessene Kurve bis zu einer Reichweite von 40 mm, so miindet 
sie tatsachlich mit gentigender Genauigkeit innerhalb des Streubereiches der Durchschlag- 
stoBspannung (in Bild 2 fiir pos. Spitze schraffiert angedeutet). 


2. Der raum-zeitliche Entladungsaufbau 
im Spannungsgebiet oberhalb der 50%-Durschlagsto8spannung 


a) Das Vorwachsen der ersten Kandle 

Die Untersuchung des Vorwachsens der ersten Kanale im Spannungsgebiet oberhalb der 
50%-DurchschlagstoBspannung erfolgte mit Hilfe abgeschnittener Wellen, wobei die Bean- 
spruchungsdauer der StoBwelle im auBersten Falle bis zur Entladeverzugszeit des Durchschlages 
bei der betreffenden Spannung vergréBert wurde. 

Da die Entladeverzugszeit durch die Kanalentwicklung bestimmt wird, die Vorwachs- 
geschwindigkeit des Kanales jedoch stark von der Spannungshohe abhangt, ist es aufschluBreich, 
den Entladungsaufbau im Zusammenhang mit der StoBkennlinie darzustellen. 
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In Bild 3 ist daher oben das StoBkennlinienband bei positiver und negativer Spitze 
wiedergegeben: wahrend im unteren Spannungsbereich die Entladeverzugszeit! bei negativer 
Spitze beinahe doppelt so groB ist wie bei positiver Spitze, geht sie bei hoherer Spannung plotzlich 
auBerordentlich zuriick und wird schlieBlich sogar kleiner. 

In Bild 3 ist unten die Reichweite a der Kandle in Abhangigkeit von der Zeit ¢ wieder- 
gegeben; die experimentelle Bestimmung zusammengehdriger Werte von @ und ¢ erfolgte dabei 
so, daB bei konstanter Filmstellung im Feldraum die Wirkdauer der StoBwelle solange ver- 
gréBert wurde, bis die ersten Spuren des Kanales auf dem Film zu sehen waren. 

Untersucht wurde der Entladungsaufbau bei beiden Polaritaten fiir je 2 Spannungshdhen 
(++: 90 und 190 kV; —: 105 und 190 kV). 

Bei positiver Spitze (Kurve 1, 2) wachst der Kanal beschleunigt zur Platte vor: etwa 
go% der Entladeverzugszeit werden dazu bendtigt, um die erste Halfte der Entladungsstrecke 
zuriickzulegen, nur 10°, dagegen fiir das restliche Stiick. 
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Bild 3 Oben: StoBkennlinienband fiir pos. und neg. Spitze (Welle1/50 ws): (Die das Kennlinienband nach unten begrenzenden Rechtecke geben 
den Streubereich zwischen der 0%- und der 100%-DurchschlagstoBspannung wieder). Kurve 5 und 6 = Ankommen der ersten Strahlung bei 
a= 14mm. Unten: Kurve 1—4 = Reichweite a der Kanale in Abhangigkeit von der Zeit; Kurve 2’—4’ = Reichweite der Strahlung in 
Abhangigkeit von der Zeit ¢. 


Bei negativer Spitze liegen die Verhaltnisse fiir die niedrige Spannung (105 kV) dagegen 
wesentlich anders (Kurve 3): der Kanal wachst mit nahezu konstanter Geschwindigkeit 
vorwarts, wobei diese Geschwindigkeit etwa jener gleichkommt, die bei gleicher Spannungshéhe 
ein von der positiven Spitze ausgehender Kanal zu Anfang (etwa zwischen a = 2 und a = 6 mm) 
besitzt. Bei der hohen Spannung (190 kV) erfolgt dagegen auch das Vorwachsen des negativen 
Kanales beschleunigt (Kurve 4). 

Hinsichtlich des Vorwachsens der Anoden- und Kathodenkanile? besteht somit ein cha- 
rakteristischer Unterschied. 


b) Das Vorwachsen der Strahlung 


Bei der Untersuchung des Entladungsaufbaus zeigte sich, daB dem Kanal eine den Film 
diffus schwarzende starke Strahlung vorauslauft. Diese Beobachtung war sehr iiberraschend, 
da der Absorptionskoeffizient fiir Ol zweifellos wesentlich hoher als fiir Luft ist und die gemessenen 


1 Zum Begriff der Entladeverzugszeit vgl. STRIGEL [1]. 

* Als Anoden- (bzw. Kathoden-)kanale werden im folgenden die von der positiven (bzw. negativen) Spitze 
ausgehenden Kandle bezeichnet. Im Schrifttum findet man hierftir haufig die Bezeichnungen ,,kathoden- 
(bzw. anoden-) gerichtete Kanale“‘, die aufgrund der bei den Nebelkammerversuchen im homogenen Feld 
gewonnenen Vorstellung gewahlt wurden. Zur Erklarung der Verhaltnisse in der Anordnung Spitze-Platte ist 
es dagegen anschaulicher, bei der Bezeichnung der Kanale von der Spitzenpolaritat auszugehen. 
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langen Entladeverzugszeiten die Mitwirkung einer ionisierenden Strahlung beim Entladungs- 
aufbau nicht von vornherein nahelegten. Will man nun das raum-zeitliche Vorwachsen der 
Strahlung fiir verschiedene Fille vergleichen, so mu8 man einen bestimmten Wert der Schwar- 
zungsintensitat, der das ,,Ankommen“ der Strahlung an der betreffenden Stelle des Feldraumes 
charakterisieren soll, zugrundelegen. Ein solcher Vergleichswert wurde fiir die im folgenden 
erlauterten Kurven der ersten Strahlungsspuren (= Strahlungsreichweite) in Bild 3 gewahlt!. 

Bei positiver Spitze ist bei der niedrigen Spannung (90 kV) vor dem Kopf des Kanales 
noch keine Strahlung wahrzunehmen; bei der hohen Spannung (190 kV) lauft dem Kanal dagegen 
eine Strahlung voraus (Kurve 2’), die die Platte schon zu einem Zeitpunkt erreicht, wo sich der 
Kanal (Kurve 2) noch bei a = 7 mm befindet. Das schraffierte Gebiet zwischen Kurve 2 und 2’ 
ist gekennzeichnet durch eine allmahliche Zunahme der Strahlungsintensitat beim Ubergang 
von der linken Grenzkurve der ersten Strahlung zur rechten Grenzkurve, die das Auftreffen der 
ersten Kandale wiedergibt. 

Bei negativer Spitze ist dagegen schon bei der niedrigen Spannung (105 kV) eine voraus- 
eilende Strahlung festzustellen (Kurve 3’); man erkennt daf sie auf einer groBen Strecke des 
Feldraumes mit der gleichen, nahezu konstanten Geschwindigkeit wie der Kanal vorwachst. 
Erheblich anders ist dagegen das Verhalten der Strahlung bei der hohen Spannung (Kurve 4’): 
bereits 0,5 ws nach dem Entladungseinsatz an der Spitze, der entsprechend der Stirnsteilheit 
der StoBwelle nach etwa 1 us erfolgt, ist die Strahlung an der Platte angelangt. 

Die je nach Spannungshohe verschiedene Mitwirkung der Strahlung beim Entladungsaufbau 
wird am deutlichsten, wenn man sie in Verbindung mit der StoBkennlinie darstellt. Zu diesem 
Zweck ist in B. 3 oben das zeitliche Ankommen der Strahlung bei a = 14 mm, also etwa in der 
Mitte des Feldes, in Abhangigkeit von der Spannung aufgetragen (Kurve 5, 6). Man erkennt, 
daB bei positiver Polaritat (Kurve 5) die Strahlung erst von einem Spannungswert an, der 
weit oberhalb der 50°%-DurchschlagstoBspannung liegt, in Erscheinung tritt. Demgegeniiber 
zeigt sich bei negativer Polaritat (Kurve 6) bei jeder zum Durchschlag fiihrenden Spannungs- 
beanspruchung eine dem Kanal vorauseilende Strahlung; sie erreicht — ganz im Gegensatz zur 
Strahlung bei positiver Polaritat — die Mitte des Feldraumes bereits nach 25—50% der Ent- 
ladeverzugszeit. 


lil. Die Struktur der Entladungskandle 
1. Die Struktur der Anoden- und Kathodenkanale 
Um einen ersten Einblick in die Struktur der Anoden- und Kathodenkanale zu gewinnen, 
wurde der Film in einer geringen Entfernung von der Spitze (2mm) angeordnet; die von der 
Spitze ausgehenden Kandle erzeugen dabei auf dem Film eine ebene Entladungsfigur, die — wie 
eine eingehendere Untersuchung zeigt — als grobes Abbild der raumlichen Entladungsstruktur 
angesehen werden kann. 


a) Analyse der allgemeinen Entladungsfigur (Primdar- und Riickschlagfigur) 


Unabhangig von der Polaritat des StoBes bilden sich auf dem Film grundsatzlich zwei ver- 
schiedene Figuren aus, die als A und B bezeichnet seien. 


Figur A (Bild 4) besteht aus einer diffusen zentralen Schwarzung, von der — ebenfalls mit 
diffusem Anfang — nach allen Seiten Aste ausgehen. Diese sind teils unterbrochen, teils ent- 
halten sie diffuse Stellen. Die bei Spannungserhéhung erfolgende Verstarkung der Hauptaste 
und die vermehrte Verzweigung fiihren meistens nicht zur Uberbriickung dieser Strecken. 

Vollig anderes zeigt sich dagegen bei Figur B (Bild 5). Ausgehend von einigen tiefschwarzen 
Punkten im diffusen Zentrum, entwickeln sich zahlreiche gleichwertige Aste mit winzigen 
seitlichen Stacheln. Im Gegensatz zu der matten, ungleichmaBigen Zeichnung in Figur 4 haben 
wir hier eine véllig einférmige tiefe Schwarzung; die Aste laufen stumpf aus und zeigen keine 
Unterbrechungen. 


1 Dieser Vergleichswert entspricht etwa der Schwarzung im Zentrum von Bild 11 links oben. 
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Vor der positiven Spitze stellt man nun folgendes fest: bei niedriger Spannung ist nur 
Figur A vorhanden. Erhéht man die StoBspannung, so tiberlagert sich vom Zentrum ausgehend 
eine Figur B, jedoch mit kleinerem Radius (Bild 6). Beide Figuren wachsen — offensichtlich 
unabhingig voneinander — bei steigender Spannung weiter. Fiir die Unabhangigkeit der Uber- 
lagerung spricht besonders die Tatsache, daB sich Aste beider Figuren unter den verschiedensten 
Winkeln schneiden. 

Die vor der negativen Spitze entstehenden Entladungsfiguren sind dagegen auf den ersten 
Blick nicht ganz so eindeutig (Bild 7). Bei fliichtigem Zusehen scheint tiberhaupt nur Figur B 
vorhanden zu sein, zu der auch, wie sich in anderem Zusammenhang ergab, die tiefschwarzen 


Bild 4. Positive Primarfigur. . Bild 5. Negative Primarfigur. 
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Bild 6. Entladungsfigur an der positiven Spitze. Bild 7. Entladungsfigur an dernegativen Spitze. 


Kanale im Innern gehéren. Bei naherer Betrachtung stellt man jedoch ,,unter“ B eine schwach 
ausgepragte Figur A mit ihrer typisch matten Schwarzung fest. Das Radienverhaltnis der 
Figuren A und B ist vor der positiven und negativen Spitze bei gleicher Spannungshéhe etwa 
umgekehrt gleich. 

In beiden Fallen (Bild 6 und Bild 7) darf die gréBere Figur wohl als Primarfigur angesehen 
werden, d.h. als der Teil der Entladungsfigur, der sich unmittelbar nach dem Auftreffen des 
SpannungsstoBes zu entwickeln beginnt und damit charakteristisch fiir den bei der betreffenden 
Polaritat vorhandenen Mechanismus des Entladungsaufbaus ist. Figur A (Bild 4) ist somit 
als positive Primarfigur typisch fiir die Entwicklung der Anodenkandle, Figur B (Bild 5) als 
negative Primarfigur fiir die der Kathodenkanale. 

Die den Primarfiguren bei héherer Spannung iiberlagerte kleinere Entladungsfigur anders- 
artiger Struktur ist offensichtlich eine Riickschlagfigur (vgl. [2]); sie entsteht durch den 
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Ausgleichsvorgang, der dann einsetzt, wenn der mit geladenen Teilchen der Spitzenpolaritat 
aufgeladene Film der im Potential zuriickgehenden Spitze gegenitibersteht. Es ist einleuchtend, 
da die dabei entstehende Entladungsfigur stark derjenigen ahneln muB, die sich als Primarfigur 
bei umgekehrter Polaritat der Spitze ergibt. 


b) Deutung der Primarfigur 

Nachdem die allgemeine Entladungsfigur in ihre 2 grundsitzlichen Bestandteile, Primar- 
und Riickschlagfigur, zerlegt wurde, sei nun die fiir den Entladungsaufbau vorwiegend interes- 
sierende Primarfigur naher betrachtet und gedeutet. 

Am auffalligsten ist die wesentlich intensivere Schwarzung der negativen Primarfigur 
gegentiber der positiven (vgl. Bild 4 und Bild 5). Nun wird aber, unabhangig davon, wie die 
Schwarzung der Bromsilberschicht im einzelnen erfolgt!, zweifellos eine gewisse Proportionalitat 
zwischen der Zahl der Ionisationsvorgiange und der durch sie hervorgerufenen Schwarzung 
vorhanden sein. Das Vorwachsen eines Kathodenkanales muB8 demnach von mehr Ionisations- 
vorgangen begleitet sein als das eines Anodenkanales. Diese durch die Entladungsfiguren 
nahegelegte Vermutung wird durch folgende Uberlegung hinsichtlich der bei den beiden Polari- 
taten unterschiedlichen Raumladungswirkung bestatigt. 

Es wird heute, insbesondere aufgrund der Untersuchungen von NIKURADSE, SCHUMANN und 
STRIGEL [1, 4, 5] allgemein angenommen, daB bei StoBbeanspruchung im Ol, ebenso wie in Gasen, 
Ionisation durch ElektronenstoB die Hauptquelle 
der Tragererzeugung ist. Die Ionisierung der Olmole- 
kiile ist zwar infolge der kleinen freien Weglange nur 
in Stufen méglich; trotzdem diirfte aber die Vermeh- 
rung der Ladungstrager grundsatzlich ihren exponen- 
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tiellen Charakter behalten. Es werden daher auch im Ol pe ee ey a= eae 
Lawinen entstehen, die an ihrem Kopf eine starke ne- enna 

: . ae) Vorwachsrichtung des Anoden- 
gative Ladung tragen, wahrend die positiven Ionen zu- bzw.Kathodenkanales 
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thodenkandle zeigt sich jedoch im inhomogenen Feld 

ein wesentlicher Unterschied im Hinblick auf die Gro8Be der sich entwickelnden Lawinen 
(Bild 8): 

Die von der Spitze eines Kathodenkanales startende Lawine wachst solange, bis die 
Feldstarke am Lawinenkopf infolge der zunehmenden Entfernung von der Spitze des Kanales 
auf einen geniigend niedrigen Wert gesunken ist. Nun muB zunachst die zuriickgebliebene 
positive Raumladung abflieBen und sich im Lawinengebiet das leitende Plasma vollkommen 
entwickeln, wodurch sich das Kathodenpotential vorschiebt, ehe sich eine neue Lawine aus- 
bilden kann. 

Die den Anodenkanal entwickelnden Lawinen bewegen sich dagegen auf den Kopt des 
Kanales zu. Ihre Lange wird dadurch bestimmt, in welcher Entfernung sich das erforderliche 
Anfangselektron bildet. Unabhangig davon, ob als Ursache fiir diese Bildung Strahlung oder 
Feldstarke angesehen wird, ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung dieses Elektrons umso 
groBer, je kleiner die Entfernung vom Kanalkopf ist. Da die im Lawinengebiet zurtickbleibende 
positive Raumladung die Feldverhaltnisse am kathodenseitigen Ende der Lawine giinstig 
beeinfluBt, kann eine weitere Lawine bereits ansetzen, ehe sich in der vorhergehenden das 
leitende Plasma vollkommen entwickelt hat; der Kopf des Anodenkanales besteht daher aus einer 
in Feldrichtung treibenden positiven Raumladungswolke, deren anodenseitiges Ende sich all- 
mahlich in Plasma verwandelt, wahrend sie zur Kathode hin durch neue Lawinen verstarkt 
wird (s. Bild 8). 


1 Versuche mit einem Zelluloidfilm als Schichttrager ergaben, da8B sich die Entladungsfigur auch dann noch 
auf der Photoschicht abzeichnet, — allerdings wesentlich diffuser —, wenn diese von der Spitze abgewendet 
ist; im Gegensatz dazu vermégen die Elektronen eines Kathodenstrahloszillographen den Schichttrager nicht 
zu durchdringen. Man mu8 daraus folgern, daB die Entladungsfigur im Feldraum durch Photonen und nicht 
durch Elektronen erzeugt wird (vgl. hierzu [3]. 
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Es ist nach dieser Uberlegung hinsichtlich der unterschiedlichen Ausbreitungsart wahr- 
scheinlich, daB die den Anodenkanal entwickelnden Lawinen im Durchschnitt eine kleinere 
Linge besitzen als die vom Kathodenkanal ausgehenden. Da nun die Vermehrung eines Elek- 
trons in der Lawine und damit die Zahl der Ionisierungsvorgange stark von der Lawinenlange 
bedingt ist (im homogenen Feld steigt sie exponentiell mit ihr an), erscheint die geringere 
Schwarzung der Photoschicht durch die Anodenkandle verstandlich. 

Die oben entwickelte Vorstellung vom unterschiedlichen Ausbreitungsmechanismus der 
Anoden- und Kathodenkandle wird durch die friither erlauterten Beobachtungen hinsichtlich 
der Kanalgeschwindigkeit bei positiver und negativer Spitze anschaulich bestatigt : 


die konstante Geschwindigkeit, mit der der Kathodenkanal zur Platte vorwachst (Bild 3, 
Kurve 3), legt die Annahme nahe, daB er sich durch Umwandlung von an allen Stellen des Feld- 
raumes etwa gleichen Lawinen in Plasma entwickelt ; 


die beschleunigte Bewegung des Anodenkanales (Bild 3, Kurve 1) spricht dagegen fiir die 
Vermutung, daB sich am Kopf des Anodenkanales eine feldverstarkende positive Raumladung 
befindet, die sich beim Vorwachsen standig vergréBert. 


2. Der Ubergang der Anoden-und Kathodenkandle in Thermoionisationskaniale 


Bei einigen Entladungsbildern waren im Innern der Figur breite tiefschwarze Spuren auf- 
gefallen, die offensichtlich von hochionisierten Kandalen herriihrten. Besonders ausgepragt sind 
sie in reinen Gleitanordnungen. Bild 9 zeigt eine typische Gleitentladungsfigur, die in der 
TorpLerschen Anordnung (Bild 10) bei 
positiver Polaritat des Gleitpoles ge- 
wonnen wurde (StoBwelle 1/50 us). Es 
lassen sich in ihr 3 verschiedene Bereiche 
unterscheiden: 

1. Im 4uBeren Bereich legen diinne 
Kanale geringer Schwarzung, die in ihrer 
Struktur voéllig identisch mit den bereits 
erlauterten Anodenkandlen sind (vgl. 
Bild 4). 

2. Das Innere der Entladungsfigur 
wird von tiefschwarzen breiten Kandlen 
eingenommen, die, da sie offensichtlich 
ein Entladungsstadium hoher Ionisierung 
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Bild 9. Gleitentladungsfigur in der Anordnung nach Bild 10 bei positiver Bildio. Gleitanordnung 
Polaritat des Gleitpoles (Welle 1/50 ws). (nach TOEPLER). 


erreicht haben, im folgenden als Thermoionisationskandle bezeichnet werden. 


3. Zwischen diesen beiden Gebieten ist ein Bereich, in dem die Kandle durch zahlreiche 
punktformige Verdickungen mit tiefer Schwarzung (,,Knoten“) ausgezeichnet sind. 


Ebenso stellt man in den bei negativer Spitze gewonnenen Entladungsfiguren im auBeren 
Bereich Kathodenkandle, im Inneren Thermoionisationskandle, und im Ubergangsgebiet, ins- 
besondere an Verzweigungsstellen der Kathodenkandle, tiefschwarze Ansatze zu Thermoioni- 
sationskandlen fest. 

Interessant ist nun hinsichtlich der Ausbreitung dieser Thermoionisationskanale, daB die 
Umwandlung eines Anoden- (bzw. Kathoden-) kanalstiickes im allgemeinen im nachsten nach 
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auBen gelegenen Verzweigungspunkt einsetzt und erst dann das davorliegende Kanalstiick 
ergreift (Vgl. Bild 9). Bedenkt man, da8 in den Verzweigungspunkten vermutlich die gréBte 
Stromdichte vorhanden ist, so wird es verstadndlich, da8 dort das Stadium der Thermoionisation 
am frithesten erreicht wird. 


3. Struktur und Verteilung der rdumlichen Entladungskandle 


Nachdem damit Anoden-, Kathoden- und Thermoionisationskanile in ihrer besonderen 
Struktur voneinander abgegrenzt waren, wurde schlieBlich die Art und die Verteilung der raum- 
lichen Entladungskanale der Anordnung Spitze-Platte festgestellt. Zu diesem Zweck wurde das 
Photopapier wie bei der Untersuchung des Kanalvorwachsens an verschiedene Stellen des Feld- 
raumes gebracht und die Wirkdauer der StoBspannung jeweils nur so groB gewahlt, daB der 
Kanal gerade bis zur Filmebene vordrang. Die dabei gewonnenen ,,ersten Spuren“ auf dem 
Photopapier kénnen somit einen Einblick in die tatsachlichen Verhaltnisse im Feldraum geben. 

In Bild 11 und Bild 12 sind die ersten Entladungsspuren in 4, 7 und 14 mm Abstand von der 
Spitze (Schlagweite 25 mm) bei beiden Polaritaéten-und 2 Spannungshohen (1,25 und 2,0 - Us9) 
nebst den zugehérigen Oszillogrammen wiedergegeben. 


a) Die Art der ersten Kanalspuren 


Es lassen sich im Feldraum deutlich die gleichen 3 Kanaltypen feststellen, die bereits in den 
ebenen Entladungsfiguren beobachtet wurden: Anoden-, Kathoden- und Thermoionisations- 
kanale. Und zwar findet man im einzelnen: 

Bei positiver Spitze rithren die ersten Kanalspuren bei niedriger Spannung ausschlieBlich 
von Anodenkanilen her, bei hoher Spannung zum Teil auch von (allerdings schwach entwickelten) 
Thermoionisationskanalen (vgl. Bild 11). 

Bei negativer Spitze sind dagegen schon bei niedriger Spannung neben den Kathoden- 
kanalen Spuren von Thermoionisationskandlen festzustellen; bei hoher Spannung nur noch 
letztere (vgl. Bild 12). 

Man erkennt also, daB die Kathodenkanale im Feldraum eine wesentlich gréBere Neigung 
zum Umschlag in das Stadium der Thermoionisation zeigen als die Anodenkandle. Diese Er- 
scheinung erklart sich unmittelbar aus dem hoéheren [onisierungsgrad der Kathodenkandale, der 
aus der starkeren Schwarzung einer Photoschicht gefolgert und oben mit Hilfe der Raumladungs- 
vorstellung gedeutet wurde. 


b) Die Verteilung der ersten Kanalspuren 


Wahrend sich die ersten Kanalspuren bei negativer Spitze ziemlich gleichmaBig tiber den 
ganzen Schwarzungsbereich verteilen, hat es nach Bild 11 den Anschein, als wiirden die Anoden- 
kandle nur am Rande dieses Bereiches auftreffen. Eine nahere Untersuchung zeigt jedoch, daB 
sich zwar tatsachlich nur die auBenliegenden Kanile in der Filmebene fortsetzen, jedoch auch 
im Innern des Schwarzungsbereiches zahlreiche Kanale ankommen. Unter bestimmten Voraus- 
setzungen werden namlich diese Auftreffpunkte der Kanale durch einen photographischen 
Effekt deutlich sichtbar. 

Dieser in der Photographie bekannte CLAYDEN-Effekt besteht darin, daB in einer photo- 
graphischen Schicht die Wirkung einer ersten Belichtungsintensitat durch eine kurz darauf 
eintreffende zweite Intensitat geeigneter GréBe wieder aufgehoben werden kann. Er kann nun 
beim Vorwachsen eines Kanales dadurch eintreten, daB die vorauseilende Strahlung die erste 
und der kurz darauf eintreffende Kanal die zweite Einwirkung auf die Photoschicht hervorruft. 
Die Auftreffpunkte der Kanidle sind in diesem Falle durch helle Flecken gekennzeichnet, was 
bei zahlreichen Aufnahmen beobachtet wurde (Bild 13). Die dunklen Punkte, die man bei 
genauer Betrachtung im Innern der hellen Flecken wahrnimmt, diirften mit dem eigentlichen 
Kanalzentrum identisch sein, dessen Einwirkung auf die Photoemulsion offensichtlich den zur 
Aufhebung der ersten Intensitat erforderlichen Wert tiberschreitet und damit zu einer Schwarzung 
fiihrt. 
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Bildiz: Negative Spitze 
Bild 11 u. 12. Erste Kanalspuren im Feldraum der Anordnung Spitze-Platte bei 4, 7 und 14 mm Entfernung von der Spitze ( 
bei U = 1,25 und 2,0+ Usy (Us, ist die 50%-DurchschlagstoBspannung) Welle 1/250 ps. 


Schlagweite 25 mm) 
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Da der CLAyDEN-Effekt nur eintritt, wenn beide Lichteinwirkungen die geeignete GroBe 
haben und im richtigen Zeitabstand aufeinanderfolgen, ist es verstandlich, daB die Auftreff- 
punkte der Kanale nicht in jedem Falle deutlich sichtbar sind: in Bild 11 ist die Schwarzung 
durch Strahlung bei U = 1,25 Us. zu gering, um eine Kontrastwirkung (wie in Bild 13) zu 
ergeben, bei U = 2,0- Usp ist sie zu stark, um durch die zeitlich nachfolgende Einwirkung der 
Kanale aufgehoben zu werden. 

Es bleibt noch zu erértern, wieso sich bei positiver Spitze trotz der festgestellten Verteilung 
der Kandle tiber den ganzen Bereich nur die 4uBeren Kanile in der Filmebene fortsetzen. 


Bild 13 Bild 14 


Bild 13 u. 14. Entladungsfiguren im Feldraum in 18 mm Entfernung von der positiven Spitze (Schlagweite 25 mm): der CLAYDEN-Effekt 1aBt die 
Auftreffpunkte de: Kanale deutlich hervortreten. 


Man vergegenwartige sich zu diesem Zweck nochmals die Verhaltnisse im Feldraum bei 
positiver Spitze an Hand der eindrucksvollen Entladungsfigur Bild 14: obwohl im Innern eine 
riesige Anzahl von Anodenkandlen, sowie einige Thermoionisationskandle auftreffen, gehen doch 
in erster Linie nur von den auBenliegenden Auftreffpunkten Kanalspuren aus. 

Die Voraussetzung dafiir, daB sich der Kanal in der Film- a 
ebene fortentwickelt, ist eine gentigend groBe Potentialdiffe-  ._ (atnode 
renz zwischen dem Auftreffpunkt und seiner nachsten Um- 
gebung auf dem Film. Gerade diese Bedingung ist aber bei ea 
positiver Spitze infolge der groBen Zahl nahe beieinander- fiero 
liegender Auftreffpunkte gleichen Potentials im Innern des 
Schwarzungsbereiches meist nicht erfullt; die groBte Feld- 
starke herrscht vielmehr an den am weitesten auBen lie- 
genden Auftreffpunkten, von denen sich demzufolge die 
ersten Kanale weiterentwickeln. 

Bei negativer Spitze sind dagegen die gegenseitigen 
Abstande der Kathodenkandle wegen ihrer geringeren Zahl Ses 
erheblich groéBer, so daB sich von allen Auftreffpunkten aus _ Bild 15. Grundsitzliche Feldverzerrung beim Vor- 


: = wachsen der Kathoden- und Anodenkandle durch 
Kanalspuren entwickeln kénnen. Raumladungen in der Lawine. i 


c) Deutung des Unterschiedes in der Verzweigung von Anoden- und Kathodenkandlen 


Die Beobachtung, daB sich die Anodenkandle im Feldraum wesentlich starker als die Ka- 
thodenkandle verzweigen, laBt sich etwa folgendermaBen deuten. 

Beginnt an der Spitze eines Kathodenkanales eine Lawine vorzuwachsen (Bild 15), so 
wird durch die Konzentration der Elektronen im Lawinenkopf das Feld vor dem Lawinenkopf 
verstarkt (wie gestrichelt eingezeichnet), wahrend es an der Lawinenflanke etwas geschwacht 
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wird. Die Ausbildung weiterer seitlicher Lawinen wird also durch die Entwicklung der ersten 
Lawine wesentlich gehemmt. 

Ist dagegen bei einem Anodenkanal eine Lawine abgelaufen, so wird die zuriickgebliebene 
positive Raumladung das fiir die Entwicklung seitlicher Lawinen maBgebende Feld verstarken 
und deren Vorwachsen damit begiinstigen. 

Die stirkere Verzweigung der Anodenkanile erklart sich somit durch die unterschiedliche 
Feldverzerrung beim Vorwachsen der Anoden- und Kathodenkanale. 


IV. Deutung der 50°%-DurchschlagstoBspannung und der Entladeverzugszeit 
aufgrund der Untersuchung des Entladungsaufbaus 


Umfangreiche Festigkeitsuntersuchungen in der Anordnung Spitze-Platte unter Ol hatten 
zu folgenden Ergebnissen gefiihrt: 


1. Die Werte der 50°/,-DurchschlagstoBspannung U5, und der Entladeverzugszeit bei U = Uso 
liegen fiir positive Spitze niedriger als fiir negative. 


2. Bei hohen Uberspannungen ist dagegen die Entladeverzugszeit bei negativer Spitze kleiner 
als bei positiver Spitze (vgl. Bild 3). 

Im folgenden sollen nun diese Erscheinungen mit Hilfe der bei der Untersuchung des Ent- 
ladungsaufbaus gewonnenen Kanalvorstellung gedeutet werden. 


1. Definition des niedrigstméglichen Durchschlages 


Die Untersuchung iiber die Reichweite der Kanale hatte gezeigt, daB die Kanale, wenn man 
die StoBspannung steigert, bei der niedrigsten zum Durchschlag fiihrenden Spannung gerade 
bis zur Platte reichen, bei geringeren Spannungen dagegen im Feldraum aufhéren. Man kann 
sich dies etwa folgendermaBen erklaren. 

Das Vorwachsen eines Entladungskanales wird im wesentlichen durch die Feldstarke E, an 
seinem Kopf bestimmt: dx/d¢t = /(E,—E,); E, ist dabei die zur StoBionisierung erforderliche 
Mindestfeldstarke. 

E,, ist grundsatzlich abhangig vom Augenblickswert der Elektrodenspannung U(t) und von 
der Reichweite x(f) des Kanales. In welcher Weise E, allerdings (bei konstanter Elektroden- 
spannung) durch x beeinfluBt wird, laBt sich fiir die Anordnung Spitze-Platte nicht allgemein 
angeben; es sind 2 verschiedene Falle méglich: 

ist die Leitfahigkeit des Kanales klein, so bewegt sich der Kopf des Kanales praktisch aus 
dem Bereich hoher Feldstarke heraus, d.h. F, sinkt mit x; 


ist sie dagegen sehr groB, so ist das Spitzenpotential beinahe bis zum Kanalkopf vorgezogen, 
und infolge der dadurch verminderten Entfernung von der Gegenelektrode wird E, beim Vor- 
wachsen des Kanales etwas ansteigen. 


AuBerdem bewirkt die VergréBerung der feldverstarkenden Raumladung im Kopf des 
Kanales ein Anwachsen von EF, mit x. 

Wenn nun die Kanale bei Spannungen unterhalb der zum Durchschlag fiithrenden StoB- 
spannung im Feldraum aufhéren (dx/dé= 0), so muB bei der betreffenden Spannung von einem 
bestimmten Zeitpunkt an die Kopffeldstarke E, unter den zum Vorwachsen erforderlichen 
Mindestwert Ey gesunken sein. Dies ist nach dem oben Gesagten sowohl durch den Riickgang 
der 4uBeren Spannung, als auch durch das Herauslaufen des Kanales aus den Gebieten eroBer 
Feldstarke moglich. 

Man gelangt damit zu folgender Definition des niedrigstméglichen Durchschlages: 

er tritt bei der Spannung ein, bei der die Kanale gerade in dem Zeitpunkt unmittelbar vor 
der Platte stehen, in dem die Feldstarke am Kanalkopf auf den zum Vorwachsen erforder- 
lichen Mindestwert abgesunken ist. . 

Es ist fiir die Entwicklung eines Durchschlages dagegen nicht notwendig, daB sich ein Thermo- 
ionisationskanal bereits bildet, ehe die Anoden- (bzw. Kathoden-)kandle die Platte erreicht 
haben. Die Untersuchungen im Feldraum haben ergeben, daB dies insbesondere fiir die Anoden- 
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kandle bei niedriger Spannung kaum je der Fall ist; hier entwickelt sich das hochionisierte 
Stadium erst dann, und zwar in duBerst kurzer Zeit, wenn beide Elektroden durch den 
Anodenkanal verbunden sind. 


2. Deutung der 50%-DurchschlagstoBspannung und der Entladeverzugszeit 
Del Ue8U 

Ausgehend von der obigen Definition des niedrigstméglichen Durchschlages erhalt man nun 
mit Hilfe der bei der Kanaluntersuchung gewonnenen Raumladungsvorstellung eine einfache 
Erklarung hinsichtlich der unterschiedlichen 50%-Durchschlagsto8spannung und Entlade- 
verzugszeit bei positiver und negativer Spitze. 

Man vergegenwartige sich zu diesem Zwecke nochmals den unterschiedlichen Mechanismus 
im Vorwachsen der Anoden- und Kathodenkanile: 

Vom Kopf des Kathodenkanales wachst erst dann eine neue Lawine vor, wenn sich im 
Raum der vorhergehenden das leitende Plasma voll entwickelt hat und auf diese Weise das 
Kathodenpotential ein Stiick vorgeriickt ist. 


Demgegeniiber kann sich bei einem Anodenkanal bereits dann eine neue Lawine ausbilden, 
wenn die Elektronen der ersten Lawine aus dem Kanalkopfgebiet weg in Richtung zur Anode 
hin abgewandert sind, da die zuriickbleibende positive Raumladung das Kopffeld weiter verstarkt. 

Vergleicht man nun bei gleicher Elektrodenspannung einen Anoden- und einen Kathoden- 
kanal, die beide gleich weit in den Feldraum vorgedrungen sind, so wird die Feldstarke vor dem 
Anodenkanal gréBer sein, da die am Kopf des Anodenkanales treibende positive Raumladung 
das von der 4uBeren Spannung herriihrende Feld noch verstarkt. Wenn man nun den zum Vor- 
wachsen neuer Lawinen erforderlichen Mindestwert der Feldstarke Ey am Kanalkopf fiir beide 
Polaritaten in erster Naherung als gleich annimmt, so mu8 die Kanalentwicklung — unter 
sonst gleichen Umstanden — bei positiver Polaritat der Spitze noch bei einer kleineren 4uBeren 
Spannung vor sich gehen als bei negativer Polaritat. Daraus resultiert eine niedrigere 50%- 
DurchschlagstoBspannung bei positiver Spitze. 

Tatsachlich sind die Verhaltnisse fiir positive Spitze noch giinstiger, da der zur Ausbildung 
von Lawinen erforderliche Mindestwert Fy der Feldstarke fiir den Anodenkanal offenbar geringer 
als fiir den Kathodenkanal ist, wie man aus der niedrigeren positiven Einsatzspannung (vgl. 
Bild 2) schlieBen muB. 

Die geringere Entladeverzugszeit bei positiver Spitze ist auf die zusatzliche Beschleuni- 
gung zurtickzufithren, die der Anodenkanal durch die sich mit dem zuriickgelegten Weg ver- 
eréBernde positive Raumladung im Kanalkopf erhalt, da die Anfangsgeschwindigkeiten in 
Spitzennahe fiir Anoden- und Kathodenkandle etwa gleich sind. 


3. Deutung der Entladeverzugszeit bei hohen Uberspannungen 


Bei hoher Uberspannung Andern sich die Verhaltnisse ganz erheblich; insbesondere geht 
dann die Entladeverzugszeit fiir negative Spitze bei Spannungssteigerung starker zuriick als 
fiir positive Spitze und wird schlieBlich sogar kleiner als diese. Man mu8 aus der Form des 
negativen StoBkennlinienbandes (vgl. Bild 3) folgern, daB sich bei hoher Uberspannung vor- 
wiegend die Ausbreitungsverhaltnisse des Kathodenkanales wandeln. Zur Erklarung dieser 
Erscheinung muB8 der bisher unberiicksichtigte Einflu8 der Strahlung herangezogen werden. 

Zwar ist es unwahrscheinlich, daB die Wirkung der Strahlung im Ol in der Bildung neuer 
Lawinen durch Photoelektronen, wie in Gasen, besteht, denn die in einiger Entfernung vom 
Kanalkopf freigemachten Elektronen kénnten sich in dem schwachen Feld kaum halten ohne 
angelagert zu werden. Vermutlich kann jedoch eine gentigend kurzwellige Strahlung das Ol 
durch Anregung von Molekiilschwingungen und durch Stufenionisierung weitgehend vor- 
bereiten, sodaB der Kanal diese Strecke dann erheblich rascher tiberbriickt. 

Die Intensitat der Strahlung ist in Bild 3 etwa dem vertikalen Abstand zusammengehoriger 
Kanal- und Strahlungskurven (z. B. Kurve 3 und 3’) proportional. Dieser Abstand gibt an, 
in welcher Entfernung vom Kanalkopf die Strahlung nahezu véllig absorbiert ist. Und hier 
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erkennt man nun bei negativer Spitze einen gewaltigen Unterschied in der Strahlungsintensitat 
bei niedriger und hoher Spannung (Kurve 3’ und 4’, Bild 3): 

Wahrend bei 105 kV die Strahlung in etwa 8 mm Entfernung vom Kanalkopf absorbiert ist, 
1aBt sich bei 190 kV im ganzen Feldraum (25 mm) keine Schwachung der Strahlung feststellen! 
Auf diese erhebliche Zunahme der Strahlungsintensitat mit der Spannung diirfte die gréBere 
Kanalgeschwindigkeit und damit die bemerkenswerte Verminderung der Entladeverzugszeit 
bei negativer Spitze zuriickzufiihren sein. Da8 bei positiver Spitze zumindest in dem unter- 
suchten Bereich kein ahnlicher Effekt auftritt, liegt an der Tatsache, daB die Strahlung hier 
wegen der geringeren Bildung von Thermoionisationskandlen erheblich schwacher ist. 


Zusammenfassung 


Um einen naheren Einblick in den noch weitgehend ungeklarten Mechanismus des Stob- 
durchschlages im Ol zu erhalten, wurde der Entladungsaufbau der Anordnung Spitze-Platte 
mit einer neuen, auBerst aufschluBreichen Methode untersucht. Bei dieser Methode wurde 
Photopapier senkrecht zur Hauptfeldrichtung an beliebige Stellen des Feldraumes der An- 
ordnung Spitze-Platte gebracht. Die sich bei einem SpannungsstoB auf dem Photopapier ab- 
zeichnenden Entladungsfiguren bestatigten die Annahme, daB sich auch im Ol bei StoBbean- 
spruchung kanalartige Entladungsbahnen bilden und erbrachten im einzelnen folgende 
neuartige Einblicke in die Struktur und das raumzeitliche Vorwachsen dieser Kanale: 


1. Es lassen sich 3 grundsatzlich verschiedene Kanaltypen unterscheiden: Anodenkandle 
(bei positiver Spitze), Kathodenkandle (bei negativer Spitze) und Thermoionisations- 
kandle (ein hochionisiertes Stadium der beiden ersteren). Den Thermoionisationskandlen lauft 
regelmaBig eine starke Strahlung voraus. 


2. Die Anodenkanale verzweigen sich im Feldraum starker als die Kathodenkanale; letztere 
sind dagegen héher ionisiert und gehen leichter in das Stadium der Thermoionisation itiber. 


3. Im Spannungsbereich der 50°%-DurchschlagstoBspannung erfolgt die Bewegung der 
Anodenkandle von der Spitze zur Platte stark beschleunigt, die der Kathodenkandle mit 
einer konstanten Geschwindigkeit von ca. 0,85 km/s, die etwa der Anfangsgeschwindigkeit 
der Anodenkanile im ersten Teil des Feldraumes entspricht. 


Aufgrund der Beobachtungen von Aufbau und Struktur der Entladungskanale gelangt man 
za einer Vorstellung, nach der der wesentliche Unterschied zwischen dem ‘Anoden- und dem 
Kathodenkanal (abgesehen von der verschiedenen Leitfahigkeit ihres Plasmas) darin besteht, 
daB sich am Kopf des Anodenkanales noch eine feldverzerrende positive Raumladung be- 
findet, die sich mit dem Vorwachsen des Kanales vergréBert und als Ursache fiir die beschleunigte 
Bewegung des Anodenkanales anzusehen ist. Dieser Unterschied, herriihrend von der in beiden 
Fallen verschiedenen Lawinenbewegung, fiihrt zu einer einfachen Deutung des Polaritats- 
effektes in der 50°4-DurchschlagstoBspannung und der Entladeverzugszeit. 
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Das Verhalten von Gasstromungen zeigt weitgehende Verschiedenheiten, je nachdem die Stromungs- 
geschwindigkeit kleiner oder gréBer als die Schallgeschwindigkeit ist. Der Ubergang von einer Form 
zur anderen, das ,,schallnahe‘‘ Gebiet, bereitet fiir das Verstandnis besondere Schwierigkeiten, sowohl 
vom physikalischen als vom mathematischen Standpunkt aus. Jedoch ist in den letzten zwolf Jahren 
auch hier ein gesicherter Kern der Erkenntnis geschaffen worden. Das vorliegende Buch stellt erstmalig 
die Theorie schallnaher Stromungen im Zusammenhang dar. Die Forschung auf diesem Gebiete ist 
durch eine besonders enge Wechselwirkung zwischen physikalischem und mathematischen Denken ge- 
kennzeichnet. Das bestimmt auch den Charakter dieses Buches. Es zeigt die mathematische Theorie, 
wie sie aus physikalischen Vorstellungen herauswachst. Dabei fiihrt es auch in die mathematischen 
Fragen ein, die hier entstehen und die gelegentlich iiber die klassischen Fragenstellungen hinausgehen. 
Doch wird auch dann der Versuch gemacht, durch physikalische Vergleiche die mathematischen Ergeb- 
nisse anschaulich zu machen. Die Darstellung ist fiir den Aerodynamiker, der einige mathematische Er- 
fahrung besitzt, bestimmt; aber auch dem Mathematiker kann das Buch als Einfiihrung in die Probleme 
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